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 كه  درود  بر معلم كه بزرگترين سرمايه  هر جامعه

                                                                                                  .ار اوستدر اختي، نسل آينده آن جامعه است                             

 درود بر دانش آموز ، تنها اميد بر آينده اي روشن .

 فرزندان ايران زمين.به  تقديم،استبرگ سبزي  اين كتاب الكترونيكي

 اما چرا حل المسائل ؟

 .استفاده از حل المسائل آخرين راه است نه اولين كار بايد دانش آموز را آگاه كرد كه  -1   

    ويد ، اعتماد به نفس خود را براي ل برحل المسائل مساله سراغ از تلاش براي ح اگر پيش        

  ب است.د داد واين موضوع بسيار مخرمسائل پيش رو از دست خواهي حل        

 استفاده برخي  دانش آموزان   از حل المسائل واقعيتي غير قابل انكار است. -2   

  حل مسائل استفاده كرده  نويسندگان حل المسائل ها گاهي از روشهاي ميانبر و تستي براي -3   

 . پيچيده كردن حل مساله مي گرددمتهم به و  معلم          

 پاسخهاي موجود در اين كتاب مبتني بر روش كتاب است.                                                  

 آموزان به دلايلي تمام كلاسها را حضور نداشته و جوابهاي صحيح سوالات را در  برخي دانش  -4   

 و يا دبير فرصت حل تمام مسائل را پيدا نمي كند. اختيار ندارند          

 شديم ، پاسخ مسائل كتاب درسي را در اختيار قرار دهيم. به دلايلي كه برخي از آنها ذكر شد بر آن

                                                                                                                                                                    

 مشتاقانه پذيراي نظرات و انتقادات شما هستيم.                                                          

 محمد حسين مصلحي                                                                           

 د بير رسمي آموزش و پرورش اصفهان                                                              

 1401  فروردين                                                                                                                   

              آدرس سايت                      

         اينستاگرامآدرس                     

       ) smsشماره همراه جهت تماس (             
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 4صفحه         رياضي  يازدهم 1حسابان                     6حل مسائل صفحه           

--------------------------------------------------------------- 

١اعداد  الف) -1   ٣ ۵ ٧ ...., , ,  همان تعداد دايره هاي همرنگ از گوشه بالا سمت چپ است و مجموع آنها  ,
nمربعي           n×  را مي سازد كهn  ٢١همان تعداد رنگها است، پس ٣ ۵ ... (٢ ١)n n+ + + + − =  

٢١                  ب)          ٢ ((١)٢ ( (٢)(١) (٢ ٢ ٢) (٢ )
٢ ٢ ٢

n

n n n
a d S n n n n= , = ⇒ = + − = + − = =  

----------------------------------------------------------- --- 

       2-    ٩٩۶ ١٠٢ ١۵٠
١٠٢ ١٠٨ ١١۴ . . . ٩٩۶ ١ ١ ١۵٠ (١٠٢ ٩٩۶) ٨٢٣۵٠

۶ ٢
n

n

a a
n S

d

− −, , , , ⇒ = + = + = ⇒ = + =           

------------------------------------------------------------- 

      3-          ٢۵ ٨ ١١ . . . ۵ ٣ ۴٩٣ (١٠ ( (٣)(١) ۴٩٣ ٣ ٧ ٩٨۶ ٠
٢

n

n
a d S n n n, , , ⇒ = , = , > ⇒ + − > ⇒ + − >  

۵٨عبارت درجه دوم آخر داراي دو ريشه             
١٧

٣
n n= , =  كه براي مثبت بودن عبارت بايد −

            ۵٨
١٧

٣
n n> ∨ <  است.  ١٨برابر  nبنابراين حداقل  −

------------------------------------------------------------- 

       4-            
١ ٣ ۵ ١٩

٢ ۴ ۶ ٢٠

... ١٣۵ ١٠ (٠ ٢ ۴ ... ١٨) ١٣۵ ٣
١٠ ١۵

... ١۵٠ ١٠ (١ ٣ ۵ ... ١٩) ١۵٠ ٢

٣
١٠ ١)٢ ٢ ٣ ... ٩)( ) ١٣۵ ١٠ ١٣۵ ١٣۵ ٠

٢

a a a a a d
d d

a a a a a d

a a a

−+ + + + = ⇒ + + + + + = 
⇒ = ⇒ =+ + + + = ⇒ + + + + + = 

+ + + + + = ⇒ + = ⇒ =

  

------------------------------------------------------------- 

       5-                   
١

٢

٨

١ ٢ ١
٢ ١ ٢ ٢ ٢۵۵ ( ) ١( ) ٢۵۵

١ ٢ ١

٢ ١ ٢۵۵ ٢ ٢۵۶ ٢ ٨

n n
n

n n n

n n

q
a a a q S S a

q

n

− − −= ⇒ = , = ⇒ = , = ⇒ = = =
− −

⇒ − = ⇒ = = ⇒ =

  

------------------------------------------------------------- 

١در مرحله اول  -6       

٢
١و در مرحله دوم  

۴
  و ... پس  

           
min

١
( ) ١

١ ١ ١ ٩٩ ١ ٩٩ ١ ٩٩ ١ ١٢.... ( ) ١ ( ) ) ٢ ١٠٠ ٧
١٢ ۴ ٨ ١٠٠ ٢ ١٠٠ ٢ ١٠٠ ٢ ١٠٠١
٢

n

n n n n

−
+ + + > ⇒ > ⇒ − > ⇒ ( < ⇒ > ⇒ =

−
  

------------------------------------------------------------- 
 طرفين وسطين ، اتحاد بدست مي آيد.با استفاده از فرمول مجموع جملات دنباله هندسي و (الف)(ب)   -7     

                                    ٢ ١ ١ ٢١
١ ... ١( ) ١ ( ١)( ... ١)

١

n
n n n na

a a a a a a a a
a

− − −−+ + + + = ⇒ − = − + + + +
−

  

------------------------------------------------------------- 
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--------------------------------------------------------------- 

      1-             ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢

١ ٢ ١ ٢ ٢ ٢
١ ٠ ٩ ٩ ٢ ٠

٣ ٣ ٣ ٣ ٩ ٩
S x x P x x x x x x= + = + = , = = × = ⇒ − + = ⇒ − +  (الف  .=

           ٢ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٢ ٢ ٣ ٢ ٢ (٣ ) ٢ ٠x x S x x x x x P x x x x x x x x x= ⇒ = + = + = , = = = ⇒ − + =.  (ب  .

 دارد.هر عدد دلخواه مي توان نوشت پس بيشمار جواب  ٢xبه جاي             
------------------------------------------------------------- 

٢xالف) تنها صفر تابع  -2        ٠)است و  =  متعلق به سهمي است، پس −,(٢

                                        ٢ ٢ ٢١ ١
( ٢) (٠ ٢) ٢ (٠ ٢) ( ٢)

٢ ٢
y a x f a a y x= − , ,− ∈ ⇒ − = − ⇒ = − ⇒ = − −  

١ب) صفرهاي تابع اعداد              ٣, )هستند و  − ١ ٢)− ,  متعلق به سهمي است ، پس −

                                              
٢

١
( ١)( ٣) ( ١ ٢) ٢ ( ١ ١)( ١ ٣)

٢

١ ١ ٣
( ١)( ٣)

٢ ٢ ٢

y a x x f a a

y x x y x x

= − + , − , − ∈ ⇒ − = − − − + ⇒ =

⇒ = − + ⇒ = + −
  

------------------------------------------------------------- 
)الف) به زمين خوردن يعني ارتفاع صفر  -3       ) ٠ ٠/٠٣ ( ٣۶) ٠ ٠ ٣۶h x x x x x= ⇒ − − = ⇒ = , =  

 متر دوباره به زمين برخورد دارد. ٣۶پس از طي مسافت                  
 ارتفاع ، عرض راس سهمي است .حداكثر ب)            

٠پس طول راس برابر طول راس سهمي ، ميانگين طول دو نقطه متقارن سهمي است                  ٣۶
١٨

٢

+ =  

                                                           ١٨ (١٨) ١٨)(١٨)٠/٠٣ ٣۶) ٩/ ٧٢
m

x h= ⇒ = − − =  
------------------------------------------------------------- 

٣}{صفرهاي تابع                   -4         ٢( ) ۴ ( ۴) ٠ ٠ ٢ ٠ ٢f x x x x x x x= − = − = ⇒ = , = ± ⇒ ,  (الف  ±

٣صفر تابع           ٢ ٢

٢

٠
( ) ٢ ٣ (٢ ٣) ٠

٢ ٣ ٠ ٢٣

x
f x x x x x x x

x x

=
= + + = + + = ⇒

+ + = ⇒ ∆ = −
{ }٠


⇒



 (ب   

۴تابع ، صفر ندارد                            ٢ ٢ ٢ ٢( ) ٣ ۵ ( ) ٣( ) ۵ ١١h x x x x x= + + = + + ⇒ ∆ = − {  (پ  ⇒{
------------------------------------------------------------- 

       5-                               
٢

۴ ٢ ٢ ٢

٢

۴ ٠ ٢
٣ ۴ ٠ ( ۴)( ١) ٠

١ ٠

x x
x x x x

x

− = ⇒ = ±
− − = ⇒ − + = ⇒

+ = ⇒





  (الف  

                                          

٢
٢

٢ ٢

٢
٢

٨ ٢۴ ٢ ۶
٣

( ٢ ۶)( ٢ ١) ٠
٣ ٣

٣ ٩ ٣
٣

x
x x

x x

x
x x


= ⇒ = ⇒ = ±− − − − = ⇒ 

 = ⇒ = ⇒ = ±


 (ب  

                                      
٢

٢ ٢

٢ ٢

۴ ۴ ٠ ٠
(۴ ۴)(۴ ٣) ٠

۴ ٣ ٠ ٧ ٧

x x
x x

x x x

 − − = ⇒ =− − − + = ⇒ 
− + = ⇒ = ⇒ = ±

 (پ   
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     6- ٢

٢

٠ ١ ٢
١

١ ٠ ١

١١ ١ ٠ ١
٢

١
۵

١ ١
۴

x
y x

y

x x x x

y x x

y


= − ⇒




− = − − ⇒ 
 = − − ⇒

− − −


  

 
------------------------------------------------------------- 

)راس با معادله سهمي -7      )α β,  ،٢
( )y a x α β= −  مثبت وپايين منفي است.  aو دهانه سهمي روبه بالااست +

٢تابع صفر ندارد                                        ٢١( ٣) ۵ ۶ ١۴ ٢٠y x y x x= + + ⇒ = + + ⇒ ∆ = −  (الف  ⇒
٠٢صفرهاي تابع                           ٢١( ٢) ٢ ( ٢) ٢ ٢ ٢ ٢ ٢y

y x x x x
== − + + → + = ⇒ + = ± ⇒ = −  (ب  ±

                                                                            ٢ ٢( ٢) ٢ ۴ ٢y x x x= − + + = − − −  
       ٢ ٢۶ ٩ ٣ ۶ ۶y x x x x= − + − = − ٠٢و صفرهاي تابع+ ٢١( ٣) ٣ ( ٣) ٣ ٣ ٣y

y x x x
== − − → − = ⇒ =  (پ  ±

     ٢ ٢۴ ۴ ١ ۴ ۵y x x y x x= − − − − ⇒ = − − ٠٢و تابع صفر ندارد− ٢١( ٢) ١ ( ٢) ١yy x x== − + − → + = −  (ت ⇒
------------------------------------------------------------- 

      8- 

٢

٢

(١٠ ٢ )(٣ ٢ ) ١۴ ٣ ١٠ ۴ ٢۶ ١۴ ٠

١

٢٢ ١٣ ٧ ٠ (٢ ١)( ٧) ٠

٧

x x x x

x
x x x x

x

+ + = + × ⇒ + − =

=
⇒ + − = ⇒ − + = ⇒

= −







  

 
 ------------------------------------------------------------- 

۴و طول كاشي  xعرض كاشي  -9        ١x ۴)و مساحت كاشي  + ١)x x  است. +

                  ٢

٢

٨

٢٠٠٠ (۴ ١) ۵٢٨٠٠٠ ۴ ٢۶۴ ٠ ( ٨)(۴ ٣٣) ٠ ٣٣

۴
cm

x

x x x x x x
x

=
+ = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒

= −






  

(٨)۴و طول كاشي  ٨پس عرض كاشي               ١ ٣٣+  سانتيمتر است. =

------------------------------------------------------------- 
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 هر دو ريشه پذيرفتني ، زيرا ريشه مخرج كسر نيستند. -1      

                ( ١) ٢۶ ٢ ٣ ٢
۶( ١) ٢ ( ١) ( ٣) ٣ ٧ ۶ ٠ ٣

١ ١ ٣
x xx

x x x x x x x x x
x x

+
×

−= + → + = + + − ⇒ − − = ⇒ = , = −
+

             

------------------------------------------------------------- 
 هر دو ريشه پذيرفتني ، زيرا ريشه مخرج كسر نيستند.  -2     

                       
٢ (٢ ) ٢ ٢

٢

٢ ٣
٢ ( ) ٢)٢ )(٢) (٢ ) ٢ ٨ ۴ ٢

٢ ٢

٢ ٨ ٠ ( ۴)( ٢) ٠ ۴ ٢

p pp
p p p p p p p p p

p p

p p p p p p

−
×+ = − → + − = − − ⇒ + − = − +

−

⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = , = −
  

------------------------------------------------------------- 
٠yعدد  -3       پذيرفتني نيست ، چون ريشه مخرج است. =

                         ( ۵)٣ ۵ ۴ ١
٣)١ ۵) ( ۴) ( ۵)( ١) ٠

( ۵) ۵
y yy y y

y y y y y y
y y y y

+
×

+ + ++ = → + + + = + + ⇒ =
+ +

  

------------------------------------------------------------- 

      4-                           
٢ ٢ ?

?٢ ٣ ۴ ۴ ٣ ۴ ۴ ٢ ۴ ٣(۴) ۴x x x x x
== + → = + ⇒ = → = + þ  

------------------------------------------------------------- 

     5-

?
?

?
?٢

١ ١
١ ٠ ١ ١ ١ ١

١ ١ ١
١ (١ )(١ )

١ ١ ٠
(١ ) ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠

١ ٠

x x x
x

x x x
x

x x x x

 −− = ⇒ = → = − ⇒ =−  += − = − + ⇒ 
+ − + = ⇒ + = ⇒ = → = − ⇒ = +

þ

þ

 

------------------------------------------------------------- 

       6-               

?

?

۵ ١ ۵ ١
٢ ٢)( ٢)( ) ٢)( ٢)(٢ )

٢ ٢ ٢ ٢

٠
۵ ١٠ ٢( ۴) ١( ٢) ٢ ۶ ٠ ( ٣) ٠

٩

۵ ١
٠ ٢

٠ ٢ ٠ ٢

۵ ١
٩ ٢

٩ ٢ ٩ ٢

x x x x
x x x x

x
x x x x x x x

x

x

x

= − ⇒ ( + − = ( + − −
+ − + −

=
⇒ − = − − + ⇒ − = ⇒ − = ⇒  =

 = → = − + −

 = → = −
 + −

þ

þ

  

------------------------------------------------------------- 
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      7-   

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

?
?

?
?

٣ ۴ ٣ ١ ( ٣) (۴ ٣ ١) ٣ ١۶ ٨ ٣ ١ ٣ ١

٢ ٨ ٣ ١ ١۴ ٠ ۴ ٣ ١ ٧ ١۶(٣ ١) ( ٧) ٣۴ ٣٣ ٠

١ ١ ٣ ۴ (١)٣ ١
( ١)( ٣٣) ٠

٣٣ ٣٣ ٣ ۴ (٣٣)٣ ١

x x x x x x x

x x x x x x x x

x
x x

x

=

=

+ = − + → + = − + ⇒ + = − + + +

⇒ − + + = ⇒ + = + → + = + ⇒ − + =

= → + = − +
⇒ − − = ⇒

= → + = − +

þ






  

------------------------------------------------------------- 
 در نظر بگيريد، nو تعداد اسباب بازي قبل تخفيف را  xقيمت اسباب بازي را   -8      

                         

١٢٠

( ۴)( ١) ١٢٠

n x
nx

n x

=
⇒ + − =

١٢٠
١٢٠

.
٢

١٢٠ ٣٠
۴ ۴ ١٢٠ ۴ ۴ ٠ ١ ٠

۶
٣٠ ٠ ( ۶)( ۵) ٠

۵

n
x

x

x n x x
x x

x
x x x x

x

=

+ − − = ⇒ − − = ⇒ − − =

=
⇒ − − = ⇒ − + = ⇒

= −

þ



  

 هزار تومان بوده است.  ۶قيمت اسباب بازي قبل تخفيف             
------------------------------------------------------------- 

١ساعت  ١در  B ساعت انجام دهد ، پس xواحد كار را در زمان  ١، Bماشين  اگر  -9      

x
 و دهد كار انجام مي 

١۵xواحد كار را درزمان ١ ، A  ماشين           ١ساعت  ١در A ساعت انجام مي دهد،پس −

١۵x −
 .كار انجام مي دهد 

١اگر هر دو ماشين شروع به كار كنند در يك ساعت            ١

١۵x x
+

−
 واحد كار انجام مي دهند. 

                          
٢

١ ١ ١ ١ ١ ١
١٨ ( ١۵) ١٨( ١۵) ١٨ ( ١۵)

١۵ ١٨ ١۵ ١٨

۴۵ ١۵ ٣٠
۵١ ٢٧٠ ٠ ( ۴۵)( ۶) ٠

۶ ١۵ ٩ ٠

x x x x x x
x x x x

x x
x x x x

x x

 + = ⇒ − + = ⇒ − + = − − − 

= ⇒ − =
⇒ − + = ⇒ − − = ⇒

= ⇒ − = − <

þ



  

 ساعت كار را انجام مي دهند. ٣٠در  Aساعت و ماشين  ۴۵در  Bپس ماشين            
------------------------------------------------------------- 

٨xو سرعت برگشت  xسرعت رفت  -10       ١۴۴پس زمان رفت  −

x
١۴۴و زمان برگشت  

٨x −
 و 

 ساعت است . ١۵مجموع زمان رفت و برگشت بدون توقف           

        

( )( ٨) ٢

٢

١۴۴ ١۴۴ ۴٨ ۴٨
١۵ ۵ ۴٨( ٨) ۴٨( ) ۵ ( ٨) ۵ ١٣۶ ٣٨۴ ٠

٨ ٨

١٢٠
٢۴ ٨ ١۶ ٠ ٢۴

۶٨ ٢٧٠۴ ۶٨ ۵٢ ۵۵ ١٣۶ ٣٨۴ ٠
١۶۵ ۵

٣ /٢ ٨ ۴ / ٨ ٠
۵

x x
x x x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x

× −+ = ⇒ + = → − + = − ⇒ − + =
− −

= = ⇒ − = > ⇒ =
± ±

⇒ − + = ⇒ = = ⇒

= = ⇒ − = − <

þ






   

٢۴km/پس سرعت رفت           h   ١۶/و سرعت برگشتkm h .غبوده است 
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     1-                                             
٢

٢

( ) ٠ ٠
( ) ( )

( ) ٠ ٠

x x x x x
f x x x f x

x x x x x

≥ ≥ = ⇒ = = − < − < 
 (الف  

----------------------------- 

                                      

٢

٢

٢

٢

٢

١ ١
١ ٠ ١

١

١ ( ١) ( ١)
( ) ١ ٢

١ ١ ١

x

x x
x

x x x
g x x

x x

−∞ − +∞
− = ⇒ = ± ⇒

− + ° − ° +

 − > ∨ < −
⇒ = − = 

− − ≤ ≤

 (ب   

----------------------------- 

                          

١ ١

١ ٠ ١ ١ ٠ ١ ١

١

( ١) ( ١) ١ ٢ ١

( ) ( ١) ( ١) ١ ١ ( ) ٢ ١ ١

( ١) ( ١) ١ ٢ ١

x

x x x x x

x

x x x x x

h x x x x h x x

x x x x x

−∞ − + +∞

− = ⇒ = , + = ⇒ = − ⇒ − − − ° +

+ − ° + +

− − − + < − − < − 
 

⇒ = − − + + − ≤ ≤ ⇒ = − ≤ ≤ 
 + − + + > > 

 (پ  

------------------------------------------------------------- 
٢با توجه به محور روش اول)   -2       ١٢ ۴ ۶ ١ ٣ ١ ۴ ١ ١ ٢a a x x+ = ⇒ = ⇒ = + = , = − − = −  

  
     روش دوم) تعيين علامت             

                        

١ ٣

١ ٠ ١
١ ٣ ۶ ١

٣ ٠ ٣

٣

١ ١ ٣ ۶ ٢

١ ٢ ١ ٣ ۶ ۴ ۶

٢ ١ ٣ ۶ ۴

x

x x
x x x

x x

x

x x x x

x x x

x x x x

−∞ − +∞
+ = ⇒ = −+ + − = ⇒ ⇒ + − ° + + − = ⇒ =

− − − ° +

< − ⇒ − − − + = ⇒ = −


⇒ − ≤ ≤ ⇒ + − + = ⇒ =
 > ⇒ + + − = ⇒ =

þ

ý

þ

       

------------------------------------------------------------- 
       3-       {١٠ ۴}x⇒ ∈ ,−                                                            ٣ ٧x −  (الف =

 
                     {۴ ٨}x⇒ ∈ ,                                              ٢ ۶ ۴ ۶ ٢x x− = ⇒ −  (ب =

                  
            ١ ۵x x⇒ > − ∨ < −                                                             ٣ ٢x +  (پ <
 

www.takbook.com



 

 

--------------------------------------------------------------- 

 10صفحه                                   رياضي  يازدهم 1حسابان                     28حل مسائل صفحه           

--------------------------------------------------------------- 

      4-     
?

?

۵
٢

۵ ٢٣ ٢ ١
٢ ۵٢١ ٣ ٢ ٣ (٢ ) ٣

٣ ٢

٣ ٢

x x x
x

x x x x
x

x x

−
− = − ⇒ = → =− = ⇒ − = − ⇒ − = ± − ⇒ −−

− = − + ⇒

ý









 (الف 

                                       

٢

?

?

٢ ١ ٢ ١ ١ ٢ ١ ١ (٢ ١)

١ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢( ٢) ١

١ ٢ ١ ٠ ٠ ١ (٠)٢ ١

x x x x x x x

x x x

x x x

− + = + ⇒ − = + ⇒ − = ± +

 − = + ⇒ = − → − − = − +
⇒ 

− = − − ⇒ = → − = +

ý

þ

 (ب  

------------------------------------------------------------- 

     5-                                                           

٠ ١
١ ٠

١ ٠

٠ ١
١ ٠

١ ٠

x
x x

yx
y x

xx
x x

y


− > ⇒ −= − =  − + < ⇒



 (الف  

٣yمحل برخورد طول روش هندسي)                                                           است.   ۴برابر  fبا نمودار =
   
 

١روش جبري)            ١
٠ ۴ ٠ ٢

٣ ٣

y x y x
x x x x

y y

= − = + 
> ⇒ ⇒ = , < ⇒ ⇒ = = = 

þ ý  

----------------------------- 

                                       
٢

٢

٢

١ ٠ ٣ ۶ ٧
۶ ( ۶) ( ٠)

٧ ٠ ٩ ٠ ٧
۶

٠ ٣ ۶
۶ ٠ ۶

٠ ٩ ٠

x
x x x x

y
y x x

x
x x x

y

−
− > ∨ < ⇒ −= − = 

− + ≤ ≤ ⇒


 (ب 

 طول محل هاي برخورد ريشه هاي روش هندسي: با توجه به شكل و          
/٠تقريبي عبارتند از                         ۵ ٠/ ۵ ۵ / ۵ ۶ / ۵− , , ,  

 
 

          

   روش جبري :           
٢ ٢

٢ ٢

( ٠) ( ۶) ۶ ٣ ۶ ٣ ٠ ٣ ٢ ٣ ۶ / ۴ ٠/ ۴۶

٠ ۶ ۶ ٣ ۶ ٣ ٠ ٣ ۶ ۵ / ۴ ٠/ ۵۵

x x x x x x x

x x x x x x

 < ∨ > ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ = ± ≈ , −

 ≤ ≤ ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ = ± ≈ ,

þ

þ
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yابتدا نمودار  -6      x=  واحد به پايين انتقال داده و سپس قسمتي از نمودار كه پايين محور  ٢را ز رسم وx   
 مي كنيم.  لهاست را به بالا منتق         
 روش هندسي)          

١yبا خط  fمحل برخورد تابع  طول             رابر ب =
٣است با             ١ ١ ٣− , − , ,  
 روش جبري)          

                          ٢ ١ ٣ ٣
٢ ١ ٢ ١

٢ ١ ١ ١

x x x
x x

x x x

 − = ⇒ = ⇒ = ±− = ⇒ − = ± ⇒ 
− = − ⇒ = ⇒ = ±

  

------------------------------------------------------------- 
 رااست  ها xنمودار تابع را بدون قدر مطلق رسم و قسمتي از نمودار تابع كه پايين محور   -7       

٢             انتقال مي دهيم.  ي محوربه بالا             
min

٠ ١ ٢٢
٢ ١

٠ ١ ٠٢ ٢

xb
y x x x

ya

−= − ⇒ = − = − = ⇒ −  

 روش هندسي :         
 و fمحل برخورد نمودار تابع تقريبي طول                      
٢yخط                       /٠برابر  = ٧۵ ٢/ ٧۵−  است. ,

        
 روش جبري :          

              
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ١ ٣ ٢/ ٧٣ ٠/ ٧٣
٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ۴

x x x x x
x x x x

x x x x

− = ⇒ − − = ⇒ = ± ≈ ,−
− = ⇒ − = ± ⇒

− = − ⇒ − + = ⇒ ∆ = −






   

------------------------------------------------------------- 
 پيدا مي كنيم ، تقريبي  است و خطاي آن بستگي به دقت روي نمودار از كه جوابيتذكر : در روش هندسي ،        

 و همين كه حدود ريشه ها را حدس بزنيم ، كافي است. رسم دارد              
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 الف) رسم مثلث -1     

ب)          

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

( ۶ ( ١)) ( ٢ ٧) ٢۵ ٨١ ١٠۶

(٣ ( ١)) (٣ ٧) ١۶ ١۶ ٣٢ ۴ ٢

(٣ ( ۶)) (٣ ( ٢)) ٨١ ٢۵ ١٠۶

AB

AC AB BC

BC

= − − − + − − = + =

= − − + − = + = = ⇒ =


= − − + − − = + = 

  

برابر  BCمختصات وسط ) پ       
۶ ٣ ٣

٢ ٢ ٢

٢ ٣ ١

٢ ٢ ٢

B C
M

B C
M

x x
x

y y
y

+ − + = = = −
 + − + = = =


 و  

٣برابر  BCشيب            ( ٢) ۵

٣ ( ۶) ٩
C B

BC

C B

y y
m

x x

− − −= = =
− − −

٩پس شيب عمود بر آن برابر  

۵
 است. −

٣ و معادله عمود منصف           ١ ٩ ١ ٩ ٣ ١ ٩ ٢٧ ٩ ١١
( ) ( )

٢ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ٢ ۵ ١٠ ۵ ۵
M m y x y x y x− , , = − ⇒ − = − + ⇒ − = − − ⇒ = − −  

 را مي يابيم. BCتا خط  Aرا نوشته و فاصله  BCمعادله ت)         

۵برابر  BCمعادله خط               ۵ ۵ ۴
(٣ ٣) ٣ ( ٣) ۵ ٩ ١٢ ٠

٩ ٩ ٩ ٣
BC

C m y x y x x y, , = ⇒ − = − ⇒ = + ⇒ − + =  

 است كه برابر BCتا  Aهمان فاصله  AHو طول ارتفاع              

           
٢ ٢ ٢ ٢

(۵ ( ١) ( ٩) (٧) ١٢ ۵۶
( ١ ٧) ۵ ٩ ١٢ ٠

١٠۶(۵) ( ٩)

ax by c
A x y d AH

a b

° °+ + × − + − × +
− , , − + = ⇒ = = ⇒ =

+ + −
   

------------------------------------------------------------- 
 مركز وسط قطر و شعاع دايره ، نصف قطر است . پس -2       

                                     

٢ ٢

٠ ٨
۴

٢ ٢
(۴ ١)

۶ ( ٨)
١

٢ ٢

(٨ ٠) ( ٨ ۶) ۶۴ ١٩۶ ٢۶٠ ۶۵
٢

A B
o

A B
o

x x
x

O
y y

y

AB
AB r r

+ + = = =
⇒ , − + + − = = = −



= − + − − = + = ⇒ = ⇒ =

  

------------------------------------------------------------- 
A,الف)  -3        B  محل برخورد با محورx  ٠ها يعنيy                                                   هستند =

                               ٢ ٨ ٢٠ ٠ ( ١٠)( ٢) ٠ ١٠ ٢ ( ٢٠) (١٠٠)x x x x x x A B− − = ⇒ − + = ⇒ = , = − ⇒ − , , ,  
١٠     ب)              ( ٢) ١٢

B A cm
AB x x= − = − − =  

 بشترين ضخامت عدسي ، قدرمطلق عرض راس سهمي است ، پ)             

٢٨بيشترين ضخامت عدسي                 
۴ (۴) ٨(۴) ٢٠ ٣۶ ٣۶ ٣۶

٢ ٢
C C cm

b
x y

a

−= − = − = ⇒ = − − = − ⇒ − =  

------------------------------------------------------------- 
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 چون فاصله دو خط موازي مقداري ثابت است ، فاصله نقطه اي از يكي را تا ديگري محاسبه مي كنيم .  )4     

                                           
١

٢

: ٠ ٠ (٠ )

( ٠) (

: ' ٠

c c
L ax by c x y A

b b

a b

L ax by c d

+ + = , = ⇒ = − ⇒ , −

× +
+ + = ⇒ =

(
c

b
× −

٢ ٢ ٢ ٢

) '
'

c
c c

a b a b

+
−

=
+ +

  

------------------------------------------------------------- 
 چون خط بر دايره مماس است ، فاصله مركز تا خط همان شعاع دايره است. -5      

                                                             
٢ ٢ ٢ ٢

(۴ ( ١)) (٣ ٢) ( ۵) ٣

۵۴ ٣

ax by c
r

a b

° °+ + × − + × + −
= = =

+ +
  

------------------------------------------------------------- 
       6-                                               ٢ ٢ ٢٨ ١٠ ۶۴ ١٠٠ ۶OS r x x x= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  (الف ±

     
٨ ٠ ٨ ١ ٠ ٨ ٨

( ١٠٠) (۶ ٨) (١٠٠) , (۶ ٨) ٢
۶ ( ١٠) ١۶ ٢ ١٠ ۶ ۴

٨ ٠ ٨ ٠ ٨ ٨ ١
( ١٠٠) ( ۶ ٨) ٢ (١٠٠) , ( ۶ ٨)

۶ ( ١٠) ۴ ١٠ ( ۶) ١۶ ٢

PS SQ

PS SQ

P S m Q S m

P S m Q S m

− − −− , , , ⇒ = = = , , , ⇒ = = = −
− − −

− − −− , , − , ⇒ = = = , , − , ⇒ = = = −
− − − − −

 (ب  

                     ١ ١
( ٢) ١ ٢ ( ) ١

٢ ٢
PS SQ PS SQ

m m PS SQ or m m PS SQ× = × − = − ⇒ ⊥ × = × − = − ⇒  (پ  ⊥

------------------------------------------------------------- 

       7-       
٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢

( ١) (۴ ٢) ( ١) ٧
٢ ٢ ۴( ١۶) ( ٧) ۴ ۶۴ ١۴ ۴٩

۴ ١۶

۵
٣ ١۴ ١۵ ٠ (٣ ۵)( ٣) ٠ ٣

٣

a a
a a a a a

a a

a a a a a a

× + × + − +
= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ + = + +

+ +

⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = , =

  

------------------------------------------------------------- 

١١ ABوسط الف)    -8        ( ٣) ١٣ ٣
٧ ۵ ( ٧ ۵)

٢ ٢ ٢ ٢
A B A B

M M

x x y y
x y M

+ +− + − − += = = − , = = = − ⇒ − ,−  

١ MCمعادله خط                     ( ۵) ٣ ٣ ٣ ۴
١ ( ٣) ٣ ۵ ۴ ٠

٣ ( ٧) ۵ ۵ ۵ ۵
MCm y x y x x y

− −= = ⇒ − = − ⇒ = − ⇒ − − =
− −

  

BHطول             
٢ ٢

(٣ ( ٣)) ( ۵ ٣) ( ۴) ٢٨

٣۴(٣) ( ۵)
d BH BH

× − + − × + −
= = ⇒ =

+ −
 

----------------------- 
  قطرهاي متوازي الاضلاع منصف همند پس ب)              

                                      ( ٣) ١١ ٣ ۵
( ۵ ١۵)

٣ ١٣ ١ ١۵

D B A C D D

D B A C D D

x x x x x x
D

y y y y y y

+ = + ⇒ + − = − + ⇒ = −
⇒ − ,− + = + ⇒ + = − + ⇒ = −
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      9-     

٢ ٢

٢ ٢

١ ٢

( ٢) (٢ ۴) ٢ ۵
( ٢ ) (٢ ۴) , ۵ ٢ ۵

(٢ ) ۵

٢ ۵
٠ ٢ ۵

٢
٢ ۵ ٢ ۵

٠ ٢ ٢ ۵ ٢ ۵ ( ٢ ۵) ( ٢ ۵)
٢ ٢

٢ ۵
٢ ٢ ۵

٢

AB b b b
B b b A OB AB b b

OB b b b

b b b b

b b b B B

b b b b

 = − + − = −, , , ⇒ + = ⇒ + − =
= + =

 −< ⇒ − − + = ⇒ =
 − + ≤ ≤ ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = , − , = , +
 + > ⇒ + − = ⇒ =


þ

ý

þ

 

------------------------------------------------------------- 
BCمعادله  -10        AH,  را قطع مي دهيم تاH  بدست آيد و سپس طولMH .را پيدا مي كنيم 

                      
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ( ١) ١ ١ ١ ۶
( ١) ( ١) ٧ ۶ ٠

٨ ١ ٧ ٧ ٧ ٧

(١ ۴) (٧ ٢) ۶ ٢۴ ١ ٨ ١ ٢ ٩ ٣
( ) ( )

٢ ٢ ٢ ٢۵(١)٠ (٧)

٩ ٣ ١ ۴٩ ۵٠
(۴ ) (٢ ( ))

٢ ٢ ۴ ۴ ۴

۵٠ ۵٧۶ ١٩۶ ١۴ ٧ ٢
:

۴ ۵٠ ٢٠٠ ١٠١٠ ٢

BC BC
m y x y x x y

AH M M

AM

AHM HM AM AH HM

− − −= = − ⇒ − − = − − ⇒ = − − ⇒ + + =
−

× + × + + − −= ⇒ ΑΗ = , , ⇒ ,−
+

⇒ = − + − − = + ⇒ ΑΜ =

∆ = − = − = = ⇒ =

   

------------------------------------------------------------- 
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Aها درنظر گرفته و به  yنقطه دلخواهي روي محور  -1       B, وصل كنيد، 
 حاصل شود.ابعي دو ضابطه اي تتا            
 معرفي كرد. (چند جمله اي)مي توان تابع تك ضابطه ايخواندني :           

)اگر                      ) ( )A A B BA x y B x y, ,  در اين صورت  ,

            ( ) ( )( ). ( )A B
A A B

B A A B

x x x x
f x y y x x x x P x

x x x x

− −= + + − −
− −B

  

)كه               )P x ند جمله اي دلخواه از درجه چn  است ، در اينصورت 
٢nاز درجه  fتابع                خواهد بود. +

------------------------------------------------------------- 
 الف) نادرست.مثال نقض  -2        

                      {(١١), (٢ ٢)} {(١٢),(٢١)} {١٢} {١٢} ,
f g f g

f g D D R R f g= , , = , , = = , = = , ≠  
 ، چون برد زير مجموعه همه دامنه است  درست (در اين حالت تابع را پوشا گويند)ب)              

                                                                                       : ff A B R B→ ⇒ ⊆  
 نادرست، طبق بپ)              
) درست، مي توانيم دامنه را محدود كنيم ت)               ) , [٠ ٣]f x kx k x= , ∈ ∈ ,ℝ  

)مثبت دلخواه   kياتابع راديكالي مقابل براي                        ) (٣ ) ٠g x kx x k= − , >   
------------------------------------------------------------- 

)است ، مثلا  ℝهر تابع چند جمله اي داراي دامنه  -3        )f x kx=  عدد ،k عددي حقيقي دلخواه 
------------------------------------------------------------- 

dنظير هر يك از سه عضو دامنه ، هريك از عضوهاي  -4        e,  ٣٢مي توانند قرار گيرند پس تعداد توابع  است. =٨

                    

{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

a d b d c d a d b d c e

a d b e c d a d b e c e

e d b d c d e d b d c e

e d b e c d e d b e c e

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

   

------------------------------------------------------------- 

يادآوري :    -5      
( ) ( )

f g

f g

D D
f g

x D D f x g x

== ⇔ ∀ ∈ = ⇒ =
f پس   h g s= , =   

------------------------------------------------------------- 
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   6-            

, ( ٣ ٠) ( ۵ ٢)

٠ ( ٢) ٢
١

٣ ( ۵) ٢

٠ ٣ ٣ ٠ ٣

f f
D R f f

m y x b

b b x y x

= = − , ∈ , − , − ∈
− −

⇒ = = = ⇒ = +
− − −

⇒ = − + ⇒ = ⇒ < = +

ℝ

  

 
 
 
 

------------------------------------------------------------- 
      7-                                              ٣۵ (٣۵) ٢/ ٨٩(٣۵) ٧٠/۶۴ ١٧١/ ٧٩

cm
x M= ⇒ = +  (الف  =

                                    ١٨۵ ٧٠/۶۴
( ) ١٨۵ ١٨۵ ٢/ ٨٩ ٧٠/۶۴ ٣٩/ ۵٧

٢/ ٨٩
cm

M x x x
−= ⇒ = + ⇒ =  (ب  ≈

                                      
۴٠ (۴٠) ٢/ ٧۵(۴٠) ٧١/ ۴٨ ١٨١/ ۴٨

١٩٠ ٧١/ ۴٨
( ) ١٩٠ ١٩٠ ٢/ ٧۵ ٧١/ ۴٨ ۴٣ /٠٩

٢/ ٧۵

cm

cm

x m

m x x x

= ⇒ = + =
−= ⇒ = + ⇒ = ≈

 (پ  

------------------------------------------------------------- 
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   1-                                                      ١
( ) ٢ ٠ ٢ {٢}

٢
f

x
f x x x D

x

−= − = ⇒ = ⇒ = −
−

ℝ الف) 

                                                              ٢

٢

٣
( ) ١ ٠ {}

١
f

x
f x x D

x

−= + = ⇒ = − =
+

ℝ ℝý    ب) 

                     ٢

٢

٢ ٣
( ) ١٢ ( ۴)( ٣) ٠ ۴ ٣ { ۴ ٣}

١٢
f

x
f x x x x x x D

x x

+= + − = + − = ⇒ = − , ⇒ = − − ,
+ −

ℝ  پ) 

                                                  ١ ١
( ) ٣ ١ ٣ ١ ٠ [ , )

٣ ٣
f

f x x x x D= + + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = −  (ت  ∞+

                                                                    ( ) ٢ ٣ ٠ [٠ , )ff x x x D= − ≥ ⇒ = ,  (ث  ∞+
                                                        ( ) ٨ ٨ ٠ ٨ ( ٨]ff x x x x D= − − ≥ ⇒ ≤ ⇒ =  (ج  ,∞−

------------------------------------------------------------- 

١در تابع  -2      
( )f x

x
xاگر  = x→ ١خواهيم داشت  − ١

( )g x
x x

= = −
−

 را نسبت به fيعني مي توان نمودار  

 حاصل شود. gها قرينه كردتانمودار  yمحور                                  

yاگر                                              y→ ١خواهيم داشت  − ١
( )y y g x

x x
− = ⇒ = =  را  fيعني مي توان نمودار  −

 بدست آيد. gها قرينه كرد تا نمودار  xنسبت به محور                                  
------------------------------------------------------------- 

yتبديل شده ، پس قرينه  −yبه  yمقدار  -3       x=  
 ها مي يابيم. xرا نسبت به محور            

                               
٠ ١ ۴ ٩

( )
٠ ١ ٢ ٣

x
f x x

y
= ⇒  

  
 

------------------------------------------------------------- 

     4-  
( ٢] (٠

f

f

D

R

⇒ =
= −∞, − , +∞)

ℝ

∪
                                     

١
١ ٢

١ ٢
٠

١
٢ ١( ) ٢

٠ ١
٢ ٠

٢ ٣

x

x
x

yf x

x
x x

y



 > ⇒


= 


−
− ≤ ⇒ − −

 (الف 

                                                                         

                                                                         
٢ ٣ ۶

( ) ٢ ۵
۵ ۶ ٧

x
f x x

y
= − +  (ب  ⇒

            [٢, ) [۵, )
f f

D R⇒ = +∞ , = +∞  
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[ ٢, )

[٠ ٢] (٢, )

f

f

D

R

= − +∞

= , +∞∪
                                         

٠ ١ ۴
٢ ٠

٢ ٣ ۴
( )

٢ ١ ٠
٢ ٢ ٠

٠ ١ ٢

x
x x

y
f x

x
x x

y


+ > ⇒

=  − − + − ≤ ≤ ⇒


 (پ 

 

      ( )

( )

f

f

D

R

= −∞,+∞ =
= −∞,+∞ =

ℝ

ℝ
                                        

١
١ ٢

١ ٢
٠

١
٢ ١( ) ٢

٠ ١ ۴
٠

٠ ١ ٢

x

x
x

yf x

x
x x

y

 − − −
− < ⇒


= 



− ≥ ⇒ − −

 (ت  

 
------------------------------------------------------------- 

١xالف) تابع خطي   ب) تابع نيست، به ازاي  -5         وجود دارد. yبيشمار مقدار براي  =
٠xتابع ثابت     ت) تابع نيست ، به ازاي پ)              ٣yضابطه اول  = ١yو ضابطه دوم  = =  را مي دهد. −
١xث) تابع نيست، به ازاي             ١yداريم  = =  ج) تابع قدرمطلق  ±

------------------------------------------------------------- 

(۵٠)٢۵۵ميليون تومان                                                          -6        
(۵٠) ٢۵۵

١٠٠ ۵٠
f = =

−
 (الف  

(٠١٠٠]درصد امكان پذير است ، پس  ١٠٠درصد پاكسازي مي تواند صفر باشد و تا كمتر از              
f

D =  (ب  ,
------------------------------------------------------------- 

        7-                         

١ ٢ ١

٠ ١ ٠

( ) ١ ٠ ١

٢ ١ ٢

٣ ٢ ٣

x

x

f x x

x

x

− − ≤ < −
 − ≤ <= ≤ <
 ≤ <


≤ <

 (الف                                    

     

١
۴ ۴ ٢ ٢

٢

١
٢ ٢ ١

٢
٢ ۴ ٢١

١ ١ ٠
١ ٢ ٠٢

( )
١ ٠ ٠ ٢

٠ ٠ ١
٢ ١ ٢ ۴
١

١ ١ ٢
٢

x x

x

x
x

x
f x

x
x

x

x

− ≤ < ⇒ − ≤ < ⇒

− − ≤ < −
 − − ≤ < −
− − ≤ < − − ≤ < = =  ≤ < ≤ <
  ≤ <

 ≤ <


 (ب                      (ب                              
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]هر دو تابع را در بازه  -8      ٢ ٢)−  رسم مي كنيم. ,

                               

۵ ٢ ١

۴ ١ ٠
( ) [ ] ٣ ١ ٢ ٢ ۵ ٣ ١

٣ ٠ ١

٢ ١ ٢

۵ ۵ ٣ ۴ ٢ ١

۴ ۴ ٣ ٣ ١ ٠
( ) [ ٣] ٢

٣ ٣ ٣ ٢ ٠ ١

٢ ٢ ٣ ١ ١ ٢

x

x
f x x x x

x

x
f g

x x

x x
g x x

x x

x x

− − ≤ < − 
− − ≤ < = − = , − ≤ < ⇒ − ≤ − < − − ≤ < − ≤ < 
⇒ =

− − ≤ − < − ⇒ − ≤ < − 
 − − ≤ − < − ⇒ − ≤ <

⇒ = − = − − ≤ − < − ⇒ ≤ < 
− − ≤ − < − ⇒ ≤ < 

  

------------------------------------------------------------- 

     9-                                                             ٩۵٠٠(۵) ٢٠٠٠
۵ (۵) ۵٠۵۵

۴ ۵
t n

−= ⇒ = ≈
+

                         (الف 

                      ٩۵٠٠ ٢٠٠٠
۵۵٠٠ ٩۵٠٠ ٢٠٠٠ ٢٢٠٠٠ ۵۵٠٠ ۴٠٠٠ ٢۴٠٠٠ ۶

۴
month

t
t t t t

t

−= ⇒ − = + ⇒ = ⇒ =
+

 (ب 

------------------------------------------------------------- 
            

   
 

      

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

www.takbook.com



 

 

--------------------------------------------------------------- 

 20صفحه                                  رياضي  يازدهم 1حسابان                     62حل مسائل صفحه           

--------------------------------------------------------------- 

 در كارنامه نيمسال اول ، هر دانش آموز فقط يك از دانش آموزان يازدهم رياضي و نمره مستمر حسابان  تابعي -1     
   نمره دارد ولي چند دانش آموز ممكن است نمره يكسان داشته باشند.             

------------------------------------------------------------- 

۵تابع  -2      
( )

٢
g x  يك به يك نيست و  تابع وارون وجود ندارد.  =

------------------------------------------------------------- 
 يك به يك است پس وارون پذير است ،  fتابع الف)                                     -3      

                                                                    ٢
۵ ۴ ٣

( ) ( ۵) ۵
٠ ١ ۴

x
f x x x

y

− − −
= + , ≥ − ⇒   

                                            ٢ ٢( ۵) ( ۵) ۵ ۵x y
y x x y y x y x

↔ +
= + → = + ⇒ + = ⇒ = − +

−
þ

ý
    

---------------------------                                           
 ، يك به يك است پس وارون پذير است  fتابع ب)                                               

                                                    
١

( ) ١ ١ ٢

١ ٠ ( ١) ١ ٢ ٢ ٠

٢ ( ) ٢ ٠x y

f x x x

x y x y x x y

x y f x x x↔ −

= − − + , ≥ ⇒

− ≥ ⇒ = − − + ⇒ = − + , ≥ ⇒ ≤

→ = − + ⇒ = − , ≤

  

---------------------------                                           

٢                              پ)     
٢ ٣ ۴

( ) ( ٣)
١ ٠ ١

x
f x x

y
= − ⇒ ⇒  

 يك به يك نيست پس وارون پذير نيست.  f تابع                                          
 

---------------------------                                           
 يك به يك است پس وارون پذير است. fتابع                                         ت)     

                                                                      ٢

١ ٢

( ) ٢ ٣ ٣ ٠ ٣

٢ ٣ ٢ ( ٣)

( ) ( ٣) ٢ ، ٣

x y

f x x y y

x y y x

y f x x x

↔

−

= + − ⇒ + ≥ ⇒ ≥ −

→ = + − ⇒ + = +

⇒ = = + − ≥ −

 

------------------------------------------------------------- 
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٢و  ٠ تغيير مي كند كه اين ارتفاعها در زمانهاي  ٠به  ١٠٠ از  hارتفاع الف)  -4                                              اتفاق مي افتد زيرا ۵
           ٢ ٢ ٢( ) ١٠٠ ١٠٠ ۵ ٠ , ( ) ٠ ١٠٠ ۵ ٢٠ ٢ ۵ [٠٢ ۵] [٠١٠٠]h hh t t t h t t t t D R= = − ⇒ = = = − ⇒ = ⇒ = ⇒ = , , = ,   
                                        ب)           

                                                       ٢
٠ ۵ ٢ ۵

( ) ١٠٠ ۵
( ) ١٠٠ ٧۵ ٠

t
h t t

h t
= − ⇒ ⇒  

 است.يك به يك است پس وارون پذير  fتابع                                                       
                                                     

 

٢    پ)          ٢ ١١٠٠
( ) ١٠٠ ۵ ٠ ٢ ۵ ١٠٠ ۵ ( )

۵
t y t

h t y t t t y y h t
↔ −−= = − , ≤ ≤ → = − ⇒ = =  

------------------------------------------------------------- 
yمي دانيم  -5        x= نيمساز ربع اول و سوم و نقاط بالاي اين خط 

yداريم ،             x> كه يك به يك نباشد كافيست تابعي رسم كنيم پس 
)باشد مانند  وبالاي نيمساز ربع اول و سوم             ) ١f x x= +  

 
 

------------------------------------------------------------ 

      6-                                                    
١

٠ ٢١ ١
٣ ، ٣

٣ ٢٢ ٢

٣ ٢١
٣ ( ) ٣)٢ )

٠ ٢٢

x y
x

y x x y
y

x
y x y f x x

y

↔

−

= − + ⇒ → = − +

⇒ = − ⇒ = = − ⇒

  

 
 
 

------------------------------------------------------------ 
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     1-    /

( ) ۴ ( ) ٢

( ) ۴
( / )( ) { | ( ) ٠} {٢} {٢}

( ) ٢

( )( ) ( ) ( ) ۴ (٢ ) ۵ ٢

( )( ) ( ( )) (٢ ) ۴(٢ ) { | ( ) } { |٢ }

f g

f g f g

f g f g

fog g f

f x x g x x D D

f x x
f g x D D D x g x

g x x

f g x f x g x x x x D D D

fog x f g x f x x D x D g x D x x

−

= , = − ⇒ = =

= = , = − = = − = −
−

− = − = − − = − , = = =

= = − = − , = ∈ ∈ = ∈ − ∈ =

ℝ

∩ ℝ∩ℝ ℝ

∩ ℝ∩ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ

 

------------------------------------------------------------ 

      2-                    

١ ۴
( ) {٣} { ٣} ( ) {٠} { ٠}

٣

۴ ١
( )( ) ( ( )) ( )

۴ ۴ ٣٣

۴ ۴
{ | ( ) } { ٠| ٣} {٠ }

٣

f g

fog g f

f x D x g x D x
x x

x
fog x f g x f

x x

x

D x D g x D x
x

= ⇒ = − = ≠ = ⇒ = − = ≠
−

= = = =
−−

= ∈ ∈ = ≠ ≠ = − ,

ℝ ℝ

ℝ

  

------------------------------------------------------------ 
      3-                                       (٧) ۵ (۴) ٧ ( )(۴) ( (۴)) (٧) ۵f g fog f g f= , = ⇒ = =   (الف نادرست =

                                             (٢) ٢ ۴ ۶
( ) ۴ ( ) ٣ ( )(٢) ١

(٢) (٢)٣ ۶

f f
f x x g x x

g g

+= + , = ⇒ = = =  (ب درست =

     ( ) ( ) ٢ ١ ( )(۵) ( (۵)) (٢(۵) ١) (٩) ٩ ٣ (٢) (٢)٢ ١ ٣f x x g x x fog f g f f g= , = − ⇒ = = − = = = , = −  (پ درست=
٢ ٢ ٢ ٢( ) ٢ ( ) ( )( ) ( ( )) ( ) ٢ ( )( ) ( ( )) (٢ ) ۴f x x g x x fog x f g x f x x gof x g f x g x x= , = ⇒ = = = , = =  (ت نادرست =

                                

٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢

٢

( ) ۴ ( ) ۴

( )( ) ( ۴) ( ۴) ۴ ٨ ( ٢ ٢)

( )(۵) ۵ ٨ ٢۵ ٨ ١٧

f x x g x x

fog x f x x x x x

fog

= − , = −

⇒ = − = − − = − ≥ ∨ ≤ −
⇒ = − = − =

 (ث نادرست 

 ضرب توابع خاصيت جابجائي دارد، درست (ج                                                                           
------------------------------------------------------------ 

        4-                     

{١٢ ٣ ۴}

{١٢ ٣ ۴}

{(١, (١) (١)) (٢, (٢) (٢)) (٣, (٣) (٣)) (۴, (۴) (۴))}

{(١۴) (٢ ) (٣ ١١) (۴،١۵)}

{ | ( ) } { {١٢ ٣ ۴}| ( ) } {١٢ ٣ ۴}

{(١, ( )(١)) (٢,

7

f g

f g f g

gof f g

D D

D D D

f g f g f g f g f g

D x D f x D x f x

fog gof

+

= , , , , = ⇒

= = , , ,

⇒ + = + , + , + , +
= , , , , , ,

= ∈ ∈ = ∈ , , , ∈ = , , ,

⇒ = ,

ℕ

∩

ℕ

( )(٢)) (٣, ( )(٣)) (۴, ( )(۴))}

{(١۴) (٢ ) (٣ ١٠) (۴،١۴)}6

gof gof gof, ,
= , , , , , ,

  

------------------------------------------------------------ 
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      5-            
/

۵
{ ۴ ١٠ ٣} { ۴ ٢٠ ٣ ۵ ٩}

٢

{ ۴ ٠ ٣}

{ | ( ) ٠} { ۴ ٠ ٣} {٣} { ۴ ٠}

{( ۴ ( ۴) ( ۴)) (٠ (٠) (٠)) (٣ (٣) (٣))} {( ۴ ۶) (٠٢) (٣ ۵)}

{( ۴ ( ۴) ( ۴))

f g

f g f g f g

f g f g

D D

D D D D

D D D x g x

f g f g f g f g

f g f g

+ −

= − , − , , , , = − , − , , , ,

= = = − , ,
⇒  = − = = − , , − = − ,

+ = − , − + − , , + , , + = − , , , , , −
− = − , − − −

∩

∩

(٠ (٠) (٠)) (٣ (٣) (٣))} {( ۴ ٢٠) (٠ ٨) (٣ ۵)}

١٣ ۵
/ {( ۴ ( ۴) / ( ۴)) (٠ (٠) / (٠))} {( ۴ ) (٠ )}

٧ ٣

f g f g

f g f g f g

, , − , , − = − , , , , ,−

= − , − − , , = − ,− , ,−

  

------------------------------------------------------------ 

       6-    

٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢

( ) ۵ ۵ ٠ ( ) ۴ ۴ ٠ ٢ ٢ ٢

{ | ( ) } { ٢ ٢| ۴ } [ ٢ ٢]

( )( ) ( ( )) ( ۴ ) ( ۴ ) ۵ ٩

{ | ( ) } { | ٢ ۵ ٢} { | ١}

( )( ) ( ( )) (

gf
DD

fog g f

gof f g

f x x x x g x x x x x

D x D g x D x x

fog x f g x f x x x

D x D f x D x x x x

gof x g f x g

= + ⇒ + ≥ ⇒ ∈ = − ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤

= ∈ ∈ = − ≤ ≤ − ∈ = − ,

= = − = − + = −

= ∈ ∈ = ∈ − ≤ + ≤ = ∈ ≤ − = ∅

= =

ℝ

ℝ

ℝ ℝ

٢ ٢ ٢ ٢۵) ۴ ( ۵) ١ {}x x x gof+ = − + = − − ⇒ =

  

------------------------------------------------------------ 

٣xعدد  -7        = fدر دامنه تابع  −

g
 قرار ندارد. 

                                                / { | ( ) ٠} { ٣} { ٣}
f g f g

D D D x g x= − = = − − = − −∩ ℝ∩ℝ ℝ  
------------------------------------------------------------ 

       8-                                

١

١ ١

١ ١ ١

۵
( ) ٢ ۵ ٢ ۵ ( )

٢

۵ ۵
( )( ) ( ( )) ( ) ٢( ) ۵ ۵ ۵

٢ ٢

(٢ ۵) ۵
( )( ) ( ( )) (٢ ۵)

٢

x y x
f x x x y y f x

x x
fof x f f x f x x

x
f of x f f x f x x

↔ −

− −

− − −

−= + → = + ⇒ = =

− −= = = + = − + =

+ −= = + = =

  

------------------------------------------------------------ 

fبا توجه به شيب و عرض از مبدا دو تابع   -9        g, ٢     داريم ٣
( ) ٢ ( ) ٣

۵ ٢
f x x g x x= − + , = −  

                                               

٢ ٣ ١١
( )( ) ( ) ( ) ٢ ٣ ١

۵ ٢ ١٠

٢ ٣ ١٩
( )( ) ( ) ( ) ٢ ٣ ۵

۵ ٢ ١٠

٢ ٣
( )( ) ( ). ( ) ( ٢)( ٣)

۵ ٢

f g x f x g x x x x

f g x f x g x x x x

fg x f x g x x x

+ = + = − + + − = −

− = − = − + − + = − +

= = − + −

  

------------------------------------------------------------ 
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     10-  ( )( ٣) ( ٣) ( ٣)f g f g+ − = − + − ٣
f

D− )(ب         ∌ )(٢) (٢) (٢) ٢ ( ١) ١f g f g+ = + = + −  (الف  =

                 ( )( ۴) ( ( ۴)) (۵) ٧fog f g g− = − = ١    (ت      = ١ ١ ۵ ١ ١٠
( )( ) ( ). ( )

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴
fg f g= = ×  (پ  =

                     ( )( ١) ( ( ١)) (١) ٠gof g f g− = − = (٠)                (ج     = ٢
( )(٠) ٢

(٠) ١

f f

g g
= =  (ث  =

------------------------------------------------------------ 

      11-                    ١١
( )

x y x b b
y a x b x a y b a y x b y x f x

a a a

↔
−−= + ⇒ = + ⇒ = − ⇒ = = − =  

------------------------------------------------------------ 

      12-            ١۵ ۵ ٩ ٩
( ) ( ٣٢) ( ٣٢) ٣٢ ( ) ٣٢

٩ ٩ ۵ ۵

x y

f x x y x y y x y f x x
↔

−= − = ⇒ = − ⇒ − = ⇒ = = +  

------------------------------------------------------------ 

       13-                                               

١٠ ١ ٢٠ ١
( ) ( )

٧ {١} ٩ {١}

٣٠ ١
( )( )

١۶ {١}

x x
f x g x

x x

x
f g x

x

= = 
= = ∈ − ∈ − 

=
⇒ + =  ∈ −

ℕ ℕ

ℕ

  

 
 

------------------------------------------------------------ 
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      1-     ٢٠ ٨ ۵(٢٠) ١٠٠ ٢ ١٠ ١٠
mg gr

m = × ≈   (ب        =
٠ ١ ٢ ٣

( ) ١٠٠ ٢
١٠٠ ٢٠٠ ۴٠٠ ٨٠٠

t
t

m t
m

⇒ =  (الف ×

------------------------------------------------------------ 
٢xنمودار تابع  -2      

y ٢سبزرنگ ، نمودار تابع = ١x
y = ٢قرمز رنگ و نمودار تابع  + ١x

y =  آبي رنگ است. −
٢x وابع نمودار ت          

y a= ٢xو  +
y a= xاز انتقال نمودار تابع   −

y a= واحد به بالا ٢اندازه  ترتيب به به 
 واحد به پايين بدست مي آيند. 2و           

------------------------------------------------------------ 

       3-    
١( ١) ٠)١٠/ ٨)

١٠٠ ١٠٠ ٨٠٪
( ) ٠)١٠/ ٨)

t

t

A t

A t

++ × = × (٨)٨    (ب  = ٠)١٠/ ٨) ١٠(٠/١۶) ١/۶
mg

A = ≈  (الف  =

------------------------------------------------------------ 

        4-                       
٢۵ ۴٠ ٢۶ ٢٧ ٢٨۵

٢/۵ ١٠۴ ۴ ۴ ۴ ۴٢٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ . . .x x= = < < = ⇒ = , ,  (الف  ,

                               ٢ ١٢ ١ ۴ ٢ ١٠١
۴ ٢ ٢ ۴ ٢ ١٠ ۴ ٨ ٢

١٠٢۴
x x

x x x
>− − −> ⇒ > → − > − ⇒ > − ⇒ >  (ب  −

xچون تابع                                 
y a=  ١برايa xتابعي اكيدا صعودي است پس  < y z>  (پ  <

------------------------------------------------------------ 
١الف) در نمودار قرمز  -5        ٢ ٠/۴ ١ ٢٣ ٣ ( ٠/۴) ٠/ ٧ ٣ ٠/۶٣۴f cal

− − −≈ = − ≈ , ⇒ ≈  
١/٢۵ آبيب) در نمودار               ١/٢۵٢ (١/٢۵) ٢/٢ ٢ ٢/ ٣٧٨g cal= ≈ , ⇒ ≈ 

پ) در نمودار قرمز              
٣

١/۵ ١/۵٢٣ ٣ (١/ ۵) ۵ ٣ ۵ /١٩۶f cal≈ = ≈ , ⇒ ≈ 
------------------------------------------------------------ 

       6- ١ ٢٢ ٧ ٢/۶ ٢ ٢ ٢ ۴ ١ ٢x x= ≈ , = , = ⇒ < ٣  (ب > ۴١٣
٢ ۶ /۵ ٢ ٨ ٢ ١۶ ٣ ۴

٢
x

x= = , = , = ⇒ <  (الف >

------------------------------------------------------------ 
)تعداد فيلتر و  nاگر  الف)   -7        )P n صي باقيمانده باشد ،  درصد ناخال 

                                    
( ) ( ) ( )٢ ٣

٠ ١ ٢ ٣
( ) ٠/ ٧ ١٠٠

١٠٠ ٠/ ٧ ١٠٠ ٠/ ٧ ١٠٠ ٠/ ٧ ١٠٠

n
n

P n
P

⇒ = ×
× × ×

  

 ناخالصي باقي بماند ،  ٪۴ناخالصي يعني كمتر از  ٪٩۶از بين رفتن بيش از ب)              

لايه فيلتر لازم است ١٠حداقل               
٩

١٠

٠/ ٧ ٠/٠۴٠٣
( ) ۴ ٠)١٠٠/ ٧) ۴ (٠/ ٧) ٠/٠۴

٠/ ٧ ٠/٠٢٨٢

n n
P n

 ≈< ⇒ < ⇒ < , ⇒
≈

   

------------------------------------------------------------ 
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      1-           
٢ ١

١٠ ۶

١ ٢
٣ ٣٢ ٢٢ ٣

٢ ٧

١ ١
log ٠/٠١ ١٠ ٠/٠١ ١٠ ٢ log ۶ ۶ ١

۶ ۶

١ ٢
log ٢ ٢ ٢ ٢ log ٧ ٧ ٧ ٧

٢ ٣

a a

a a

a a a a

a a a a

− −= ⇒ = = ⇒ = − = ⇒ = = ⇒ = −

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =
  

------------------------------------------------------------ 
A(١٠)هر دو تابع يك به يك بوده و از  -2         مي گذرند و نمودار ,

 هاست. xنسبت به محور  gقرينه تابع  fتابع            
  
 
 

------------------------------------------------------------ 

       3-                                              ٣
٢٧

٣ ٢٧ ٣ ٣ (٣ ٢٧)
٣

x

x

y
x A

y

=
⇒ = = ⇒ = ⇒ ,

=
 (الف  

                     ٢
١٠ ١ ١

(٠/٠١) ١٠ ١٠ ) ١٠ ٢ ١ ( ١٠)
٢ (٠/٠١)٢

x x

x

y
x x B

y

−=
⇒ = ⇒ ( = ⇒ − = ⇒ = − ⇒ − ,

=
 (ب  

------------------------------------------------------------ 

        4-                                                              

٢
١ ٠ ١

( )
١ ٠ ١

٢ ١ ٠ ١ ٢

( ) ٢ ١ ١
١ ٢ ۴

۴ ٢

x

x
f x x

y

x

g x
y

−
= ⇒

− −
= ⇒

  

                                                       
٢ع تاب           

( )f x x= تابعي يك به يك نيست و محور عرضها ، محور تقارن آن است ولي 
)تابع             ) ٢x

g x ٢)و اين دو تابع در  يك به يك مي باشد = ١و نقطه اي با طولي بين  ,(٢ ٠/ ۵− ,   متقاطعند. −
------------------------------------------------------------ 
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١نادرست . مثال نقض  � -5        

٢

١
log ١

٢
 درست ، طبق تعريف لگاريتم �         =

 درست. تابع لگاريتم يك به يك است.   �            

٠xها داريم  yنادرست. در محل قطع محور  �             ٠xكه لگاريتم در  =  تعريف نشده است. =

            �٠درست . زيرا تابع   ١x
y a a a= > , logو تابع  ≠ ٠ ١

a
y x a a= > ,  وارون هم اند. ≠

١٠نادرست. مثال نقض   �             ١٠١٠٠ ١٠ ٠ log ١٠٠ ٢ log ١٠ ١> > , = > =  
------------------------------------------------------------ 

 

    6-   

١
۴(

٣

١ ٠ ١

۴
١٢ ۴

٣

x
y

x

y

= )

−
⇒

        (پ  

٣ ٢

١ ٠ ١

٧
٣ ۵

٣

xy

x

y

= − −
−

⇒
− − −

             (ب  
٣١ log

١
١ ٣

٣

٠ ١ ٢

y x

x

y

= +

⇒
 (الف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

------------------------------------------------------------ 
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      1-                                          
٢

٢ ٣
۴ ۴ ۴log log ٣ ٠ log ٣ ۴ ۶۴

m
m m m

m
− − = ⇒ = ⇒ =  (الف  =

                                     

٢ ٢
٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

١٢ ٢١ ١٢ ٢١
log (١٢ ٢١) log ( ٣) ٢ log ٢ ٢

٣ ٣

٣
۴ ١٢ ١٢ ٢١ ۴ ١٢ ٩ ٠ (٢ ٣) ٠

٢

٣ ٣
١٢ ٢١ ٠ ١٢( ) ٢١ ٣ ٠

٢ ٢

b b
b b

b b

b b b b b b

b b

− −− − − = ⇒ = ⇒ =
− −

⇒ − = − ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

− > , = ⇒ − = − <

 (ب  

                               
٢ ٢ ١ ٢ ٢

١

١٠

٢ ٢

١
log ( ١) ١ ١ ( ) ١ ١٠ ١١ ١١

١٠

١ ٠ ١١ ( ١١) ١ ١٠ ٠

x x x x x

x x

−− = − ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±

− > , = ± ⇒ ± − = > ⇒ þ

 (پ  

------------------------------------------------------------ 
)زماني را نشان مي دهد كه جرم باكتري          -2          )m t       . ٢است( ) ٢ log ( )t

m t m t t= ⇒  (الف =

                                     ٢ ٢

١٠٠٠٠ log١٠٠٠٠ log٢ ۴ ٠/ ٣٠١
log ۵٠٠٠ log ١٢/٢٨

٢ log٢ ٠/ ٣٠١
t

− −= = = =  (ب  ≈

------------------------------------------------------------ 
          3-                                                    log

log ١b a

ba a a a b= ⇒ = ⇒  (الف نادرست =
                           log log ( ) log ( ) log log log log

d d d d d d d
abc ab c ab c a b c= = + = +  (ب درست +

                                                         log log log( ) log .logx y xy x y+ =  (پ ،نادرست  ≠

                                                                                       ١
log ١

١٠
=  (ت ،نادرست −

 ------------------------------------------------------------ 

         4-                                                             ۴

٠ ۴ ٨ ١٢
١

( ) ( )١ ١ ١
١ ٢

٢ ۴ ٨

t
t

m t
m

⇒  (الف  =

            ۴
١

٢

١ log٠/٠١ ٢ ٨ ٨
( ) ٠/٠١ ( ) ٠/٠١ log ٠/٠١ ٢۶ / ۵

١٢ ۴ log٢ log٢ ٠/ ٣٠١
log

٢

t
t

m t t
−= ⇒ = ⇒ = = = ⇒ = = ≈

−
 (ب   

------------------------------------------------------------ 

         5-                 
٢ ٣ ٣ ٣log(١٨ ٣٧۵) log(٢ ٣ ٣ ۵ ) log(٢ ٣ ۵ ) log٢ ٣log٣ ٣log۵

٠/ ٣٠١ ٠)٣/ ۴٧٧١) ١)٣ ٠/ ٣٠١) ٣ / ٨٢٩٣

× = × × × = × × = + +
≈ + + − =

           (الف  

                   ٣ ١ ٣ ١ ١
log ٠/ ٧۵ log log (log٣ ٢log٢) (٠/ ۴٧٧١ ٠)٢/ ٣٠١)) ٠/٠۶٢۴۵

۴ ٢ ۴ ٢ ٢
= = = − ≈ − =  (ب  −

                                                                
٣

٣ ١٢ ( )
٢ ۴

٢ ٢ ٢١۴
۴

٨ ٢ ٣ ١ ۵
log log log ٢

٢ ۴ ۴٢
٢

−
= = = −  (پ   =

------------------------------------------------------------ 
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       6-                   ١ ۴ ۴١ ١
( ۴) ۴ log ( ) log ٢ log ٢ log ٢ ۴ ٢ ٢
٢ ٢

a a a a
f a a

−, − ∈ ⇒ − = = = − ⇒ = ⇒ = ⇒ =   

------------------------------------------------------------ 

       7-                                                                 log log
log log ١

log log
b a

a b
a b

b a
× = × =þ  الف) 

                                                               log٣ log٢ log(٣ ٢) log۶ log۵+ = × = ≠ ý ب) 

------------------------------------------------------------ 

        8-                
٣٠٠

٧ ١٠٣٠ ٣٠

٠ ٣٠ ۶٠ ٩٠

١ ١ ١
١٢٨ ١٢٨( ) ١٢٨( ) ١٢٨( )

٢ ۴ ٨

١ ١ ١
( ) ١٢٨( ) ٣٠٠ (٣٠٠) ١٢٨( ) ٢ ٢

٢ ٢ ٨

t

t

m

m t t m
−⇒ = , = ⇒ = = × =

  

tاگر نيمه عمر ماده اي يادآوري :            mو جرم اوليه  °  برابر است با tباشد ، جرم باقيمانده پس از زمان  °

                                                                                  
١

( ) ( )
٢

t

t
m t m °

°= ×  

------------------------------------------------------------ 
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      1-  
 

 

 

 

------------------------------------------------------------ 

      2-                       ١٢٠ ١٢٠ ٢

١٨٠ ١٨٠ ١٨٠ ٣ rad

D R R
R

π π
π π

= ⇒ = ⇒ =      (الف  =

                                  ٢
. ٢۴ ١۶ ۵٠/٢۴

٣
cm

l
l r

r

πθ θ π= ⇒ = = × =  (ب  ≈

------------------------------------------------------------ 
٢ محيط قاعده مخروط اندازه كمان اين قطاع برابر -3       (۶) ١٢π π= است و 

٢ شعاع اين قطاع برابر             ٢' ۶ ٨ ٣۶ ۶۴ ١٠r = + = +  اندازه زاويه قطاع برابراست ، پس  =

                                                                                  ١٢ ۶
٢١۶

' ١٠ ۵

l

r

π πθ °= = = =  

------------------------------------------------------------ 

        4-                  ٣۶
۶٣٢٠ ١٢۶۴ ٣٩۶٩

١٨٠ ١٨٠ ۵ ۵
km

D R l
R l r

r

π π πθ θ π
π

° ×= ⇒ = = , = ⇒ = = × = ≈  

------------------------------------------------------------ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

www.takbook.com



 

 

--------------------------------------------------------------- 

 31صفحه                                           رياضي  يازدهم 1حسابان                     104حل مسائل صفحه           

--------------------------------------------------------------- 

    1-                                                      ٣
sin(٣٠٠ ) sin(٣۶٠ ۶٠ ) sin(۶٠ )

٢
° ° ° °= − = − =  (الف −

                                                             cot(٧۵٠ ) cot(۴(١٨٠ ) ٣٠ ) cot(٣٠ ) ٣° ° ° °= + =  (ب   =

                                                                                   ٣
cos( ) cos( )

۶ ۶ ٢

π π− =  (پ   =

                                   ٢٣ ٢٣ ٢۴ ٢
cos( ) cos( ) cos( ) cos(۶ ) cos( )

۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ٢

π π π π π ππ−− = = = − =  (ت =

                                                   ۵ ۴ ٢
sin( ) sin( ) sin( ) sin( )

۴ ۴ ۴ ۴ ٢

π π π π ππ+= = + = − =         (ث  −

                                         tan( ٨۴٠ ) tan(٨۴٠ ) tan(٩٠٠ ۶٠ ) ( tan(۶٠ )) ٣° ° ° ° °− = − = − − = − −  ج(  =

                                         ٣
tan( ١۵٠ ) tan(١۵٠ ) tan(١٨٠ ٣٠ ) ( tan(٣٠ ))

٣
° ° ° ° °− = − = − − = − −  (چ  =

                                                     ٩ ٨ ٢
cos( ) cos( ) cos(٢ ) cos( )

۴ ۴ ۴ ۴ ٢

π π π π ππ+= = + =  (ح  =

                                                     ١٠ ٩
tan( ) tan( ) tan(٣ ) tan( ) ٣

٣ ٣ ٣ ٣

π π π π ππ+= = + =  (خ  =

------------------------------------------------------------ 

      2-                                .sin( ) .sin .cos( )
٢ ٢ ٢

I k k I k
π π πθ α α θ θ= − ⇒ = − = ⇒ =  (الف  −

             ١ ٣
٠ .sin(٠) ٠ .sin( ) .sin( )

۶ ۶ ٢ ٣ ٣ ٢
I k I k k I k k

π π π πθ θ θ= ⇒ = = , = ⇒ = = , = ⇒ =  (ب  =

              k  عددي ثابت و مثبت است پس بيشترين مقدارI پ                            وقتي است كه) 

                                                         .sin sin ١ ٩٠
٢

I k I k
πθ θ θ °= , = ⇒ = = ⇒ =  

------------------------------------------------------------ 
        3-                                              cos cos( ) cos ( cos ) ٠θ π θ θ θ+ − = + −  (الف درست =

                                                   sin( ) cos cos cos ٢cos ١
٢

π θ θ θ θ θ− + = + =  (ب نادرست ≠

                                                              cos( ) cos cos( ٧) cos(٧)θ θ− = ⇒ −  (پ  درست =

                                 tan( ) tan
tan( ) tan tan

tan tan ٠ tan tan

π θ θ
π θ π θ

π θ θ θ
− = − 

⇒ − = −− = − = − 
 (تدرست   

------------------------------------------------------------ 
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--------------------------------------------------------------- 

sinyالف) وسط(قرمز) ، نمودار تابع   -1       x=  قسمت پايين محور طولها، نسبت به محور طولها قرينه رسم شده و 
sinشده و آنگاه كل نمودار نسبت به محور طولها قرينه شده است.                   sin sinx x x→ → −  

cosyراست(سبز) ، نمودار ب)              x=  رسم شده و
۶

π .واحد به چپ منتقل شده است 

sinyپ) چپ(آبي)  ، نمودار              x=  رسم شده و
٣

π شده است. لواحد به راست منتق 

------------------------------------------------------------ 

sinyنمودار  سبز،  الف) -2        x=  به اندازه
۶

π .به چپ منقل و سپس نسبت به محور طولها قرينه شده است 

cosyقرمز ، نمودار ب)              x=  به اندازه
٣

π  واحد به پايين منتقل شده است. ١به راست و 

cosyآبي ، پايين نمودار پ)              x=   است.شده  لواحد به بالا منتق ١نسبت به محور طولها قرينه و سپس 
 
  
 

 
 
 
 
 

------------------------------------------------------------ 

       3-                                                             min max

٢
( ١) ( ١)
٣ ٣

A B
π π= , − = −  (الف,

                                                                         min max

۴
( ٢) ( ٠)

٣ ٣
A B

π π= ,− =  (ب               ,

                                                                             min max( ١) (٠٢)
٢

A B
π= , =  (پ ,

maxاضافه كنيم ، نقاط  ٢πتذكر: در (الف)(ب) اگر به طول نقاط               min,  ديگري خواهيم داشت و 
maxاضافه كنيم ؛ نقاط  πدر (پ) اگر به طول نقاط                     min, .ديگري بدست مي آيد 

------------------------------------------------------------ 
٠)هيچكدام از سه تابع در   -4        )π, .يك به يك نيستند  

------------------------------------------------------------ 
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 الف) -5   

           sin ١٠٠sin sin ۵٣sin
١٠٠ ۵٣

۵٠ ١٠٠sin ۵٣sin

a b
a b

h

θ θ α α

θ α

= ⇒ = , = ⇒ =

⇒ = + +
  

        
 

 

    ب)         
٣٠ ٢٣ / ۵ ۵٠ ١٠٠sin ۵٣sin

١
٢٣ / ۵ ۵٠ ١٠٠sin ۵٣sin( ٣٠ ) ١٠٠sin ٢٣ / ۵ ۵٣( ) ۵٠ ٠ ٠

٢

h hα θ α

θ θ θ

°

°

= − , = , = + +

⇒ = + + − ⇒ = − − − = ⇒ =
  

 روبات بايد موازي محور افقي باشد.پس بازوي بزرگتر               
------------------------------------------------------------ 
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      1-      ٢ ٣ ٢ ١ ۶ ٢
cos١۵ cos(۴۵ ٣٠ ) cos۴۵ cos٣٠ sin۴۵ sin٣٠

٢ ٢ ٢ ٢ ۴
° ° ° ° ° ° ° += − = × + × = × + ×  (الف  =

                   tan۶٠ tan۴۵ ٣ ١ ١ ٣ ۴ ٢ ٣
tan١٠۵ tan(۶٠ ۴۵ ) (٢ ٣)

١ tan۶٠ tan۴۵ ٢١ ٣ ١ ٣

° °
° ° °

° °

+ + + += + = = × = = − +
− × −− +

 (ب  

      ٢ ٣ ٢ ١ ۶ ٢
sin sin١۵ sin(۴۵ ٣٠ ) sin۴۵ cos٣٠ cos۴۵ sin٣٠

١٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴

π ° ° ° ° ° ° ° −= = − = × − × = × − ×  (پ  =

                                                                    ٣
sin١٢٠ sin(١٨٠ ۶٠ ) sin۶٠

٢
° ° ° °= − =  (ت  =

                                                               ٢
cos١٣۵ cos(١٨٠ ۴۵ ) cos۴۵

٢
° ° ° °= − = − =  (ث  −

------------------------------------------------------------ 

       2-               

٢

٢

١۶ ٩ ٣
٠ sin ١ cos ١

٢ ٢۵ ٢۵ ۵

١۴۴ ٢۵ ۵
sin ١ cos ١

٢ ١۶٩ ١۶٩ ١٣

٣ ١٢ ۴ ۵ ٣۶ ٢٠ ١۶
sin( ) sin .cos cos .sin ( )

۵ ١٣ ۵ ١٣ ۶۵ ۶۵

۴ ١٢ ٣ ۵ ۴٨ ١۵ ٣٣
cos( ) cos .cos sin .sin ( )

۵ ١٣ ۵ ١٣ ۶۵ ۶۵

πα α α

π α π β β

α β α β α β

α β α β α β

< < ⇒ = + − = − = =

< < ⇒ = + − = − = =

− ++ = + = × − + × = = −

− + −− = + = × − + × = = −

 (الف  

αدر ربع دوم قراردارد پس انتهاي  βانتهايدر ربع اول و  αنتهايا            β+ در ربع سوم قرار مي گيرد (ب 

------------------------------------------------------------ 

        3-                
sin( ) sin .cos cos .sin

sin( ) sin .cos cos .sin sin٢ ٢sin .cos

α β α β α β α β

α α α α α α α α α

+ = + , =

⇒ + = + ⇒ =
 (الف 

                          
٢ ٢

cos( ) cos .cos sin .sin

cos( ) cos .cos sin .sin cos٢ cos sin

α β α β α β α β

α α α α α α α α α

+ = − , =

⇒ + = − ⇒ = −
 (ب  

                      ٢ ٢sin ١ cos٢ ٢ ٢ ٢ ٢cos٢ cos sin cos٢ cos (١ cos ) ٢cos ١α αα α α α α α α= −= − → = − − =  (پ  −

                       ٢ ٢cos ١ sin٢ ٢ ٢ ٢ ٢cos٢ cos sin cos٢ (١ sin ) sin ١ ٢sin ١α αα α α α α α α= −= − → = − − = −  (ت  −

------------------------------------------------------------ 

       4-  
٢٢/۵٢ ٢

٢٢/۵٢ ٢

٢
١

٢ ٢ ٢ ٢٢cos٢ ٢cos ١ cos۴۵ ٢cos ٢٢/ ۵ ١ cos٢٢/ ۵
٢ ۴ ٢

٢
١

٢ ٢ ٢ ٢٢cos٢ ١ ٢sin cos۴۵ ١ ٢sin ٢٢/ ۵ sin٢٢/ ۵
٢ ۴ ٢

α

α

α α

α α

°

°

= ° ° °

= ° ° °

+ + += − → = − ⇒ = = =

− − −= − → = − ⇒ = = =

  

------------------------------------------------------------ 
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        1-    
۵ ۵ ۵

lim ( ) lim ( ) lim ( ) ٢
x x x

f x g x h x
→ → →

= = x در اين تمرين نشان مي دهد اينكه تابع  = a= تعريف شده باشد 

 يا نباشد در حد و وجود آن در نقطه تاثيري ندارد و تنها همسايگي نقطه مهم هست.              
------------------------------------------------------------ 

       2-         ٢

١ ٢ ٣ ١ ١
lim (٢ ١) ٣ lim( ٢ ۴) ۴ lim ( ) ۴ lim ١ ٠ lim ١
x x x x x

x x x f x x x
+ −→ → → →− →−

+ = − + + = = + = +  

------------------------------------------------------------ 

       3-             
٠

lim ( ٣ ۴) ۴

١ ٠/٩ ٠/١ ٠/٠١ ٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١ ٠/١ ٠/ ۵ ١

( ) ٧ ۶ / ٧ ۴ / ٣ ۴ /٠٣ ۴ ٣ /٩٩٧ ٣ /٩٧ ٣ / ٧ ٢/ ۵ ١

x

x

x

f x

→
− + =

− − − − → ←
→ ←

 (الف  

        ١

۴ ١
lim ( ) ۵ ( )

٣ ١

٢ ١/۵ ١/١ ١/٠١ ١/٠٠١ ١ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩ ٠/٩ ٠/ ٨

( ) ۶ ۵ / ۵ ۵ /١ ۵ /٠١ ۵ /٠٠١ ۵ ۴ /٩٩٩ ۴ /٩٩ ۴ /٩ ۴ / ٨

x

x x
f x f x

x

x

f x

→ −

− ≠ −
= − =  = −

− − − − − → − ← − − − −
− − − − − → − ← − − − −

 ب(  

------------------------------------------------------------ 
 وجود ندارد. f(٢)الف) خير ،   -4        

                       ب)              
٢

lim ( ) ۵

١/٩ ١/٩٩ ١/٩٩ ٢ ٢ ٢/٠٠١ ٢/٠١ ٢/١

( ) ۴ /٩ ۴ /٩٩ ۴ /٩٩٩ ۵ ۵ ۵ /٠٠١ ۵ /٠١ ۵ /١

٢ ٣
٣ ١ ٢

۵ ٨
( )

٢ ١
٣ ٢

۵ ۴

x
f x

x

f x

x
x x

y
f x

x
x x

y

→
=

→ ←
→ ←


− > ⇒

= 
 + < ⇒


  

 
 

------------------------------------------------------------ 
ب)                                                         الف)   -5        

١ ٢
lim ( ) ٢ lim ( ) ٢
x x

g x g x
→ →

= , =     

 

 

 

 

------------------------------------------------------------ 
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      6-                
٢ ٢١ ٠ ١ ١ ١ ١

[ ١١] {٠} [ ١٠) (٠ ١]
٠

f

x x x x
D

x

− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤ 
⇒ = − , − = − , ,

≠ 
 (الف  ∪

 (ب صفر استبا توجه به دامنه بدست آمده ، شامل همسايگي محذوف عدد                                         
/٠)وجود دارد كه تابع در آن تعريف شده است مثلا  ٠/٩بله همسايگي براي                              ٨  (پ  ,(١
٠/٩)تعريف شده مثلا  ١در همسايگي چپ                 (تتعريف نشده است ١ولي در هيچ همسايگي راست  ,(١

------------------------------------------------------------ 
  بايد متعلق به اين همسايگي باشد ، پس  ٢عدد  -7      

                                  
١ ٢ ٣

١ ١
٢ ( ١ ٢ ٣) ٣ ( ١(٣

٢ ٢٢ ٣ ٢
٢

x x

x x x x
x x

− < ⇒ <
∈ − , + ⇒ ⇒ − < < ⇒ ∈ − , + > ⇒ > −

 

------------------------------------------------------------ 
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--------------------------------------------------------------- 

٢جود نداردو      -1     

٢

٢

lim ( ) ١

lim ( )
lim ( ) ٢

x

x

x

f x

f x
f x

+

−

→

→
→

= − 

⇒= 

                                (ب   
٠

lim ( ) ۴
x

f x
→

 (الف  =

 وجود ندارد                                
۶

lim ( )
x

f x
−→

۵(ت        وجود ندارد  
lim ( )

x
f x

+→

۵

۵

lim ( )
lim ( ) ٣ x

x

f x
f x

−

→

→




⇒
=



 (پ      

                                         
٨

lim ( ) ١
x

f x
→

                              (ج     =
٢

lim ( ) ١
x

f x
+→

=   (ث  −

                                                                                                
٩

lim ( ) ١
x

f x
→

 (چ         =

------------------------------------------------------------ 

      2-                                                     
٢

٠ ١
٢ ١ ٠

١ ٣
( )

٢ ١ ٠
٢ ٠

٠ ١ ٠

x
x x

y
f x

x
x x x

y


+ > ⇒

=  − − + < ⇒ −

  

 
٠xحد چپ و راست در     ٠xبرابر نيست پس در  =   حد ندارد (پ =

٠
lim ( ) ٠

x

f x
−→

  (ب  =
٠

lim ( ) ١
x

f x
+→

 (الف=

------------------------------------------------------------ 

 تعريف شده و دراين نقطه حد دارد.  (الف)(ب)(ج) ٢تابع در همسايگي محذوف � -3     

 . (الف)(ج)تعريف شده ودراين نقطه حدداردولي مقدارحدبامقدارتابع دراين نقطه برابرنيست٢تابع درهمسايگي�          
 تعريف شده و دراين نقطه حد ندارد. (پ)(ت)(ث) ٢بع در همسايگي چپ تا�          

 . (ب) تعريف شده ودراين نقطه حدداردوحدآن با مقدارتابع دراين نقطه برابر است٢تابع درهمسايگي�          

          � (ج)تعريف نشده ولي در اين نقطه حد دارد.  ٢تابع در نقطه  

 (ت)(ث) تعريف شده و دراين نقطه حد ندارد. ٢تابع در همسايگي راست  �          
------------------------------------------------------------ 

      4-                         ٢ ٢( ) ٠ ١ ٠ ( ٠] [١ )
f

f x x x x x x x D= − ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ∨ ≤ ⇒ = −∞, , +∞∪  
١xتعريف نشده است ، پس در  ١در هيچ همسايگي چپ   fتابع            حد چپ ندارد. =

------------------------------------------------------------ 

      5-        ( ) [ ] ٢ ٠ [ ] ٢ ٢ ٣ [٢ ٣) ( ٢) [٣ )
[ ] ٢

f

x
f x x x x D

x
= ⇒ − = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ = − , = −∞, , +∞

−
ℝ ∪  

٢xتعريف نشده است ، پس در  ٢در هيچ همسايگي راست  fتابع             حد راست ندارد. =
------------------------------------------------------------ 
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--------------------------------------------------------------- 

 داريم ، ١در يك همسايگي  با توجه به شكل  الف) -6       
                           

١
١ ( ) ٢ [ ( )] ١ lim ( ) ١

x
f x f x f x

→
< < ⇒ = ⇒ =  

١xدر  fحد تابع ب) با توجه به شكل                ،برابر است با  =
                                  

١ ١
lim ( ) ١ lim ( )] [١] ١
x x

f x f x
→ →

= ⇒ [ = =  

 
 

------------------------------------------------------------ 

الف)     -7       
٠

lim | | ٠
x

x
→

=                                                  
١ ٠ ١

( ) | |
١ ٠ ١

x
f x x

y

−
= ⇒  

limدرست ، ب)                 | |
x a

a x a
→

∀ ∈ =ℝ  

 
------------------------------------------------------------ 
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--------------------------------------------------------------- 

     1-     ٧ ٢ ٧ ٢

١
lim ( ۶ ۴ ۵) ۶( ١) ۴( ١) ۵ ٧
x

x x
→−

− − + = − − − − + ٣ (ب      = ٣

٩
lim ( ٩) ( ٩ ٩) ٢١۶
x

x
→

− = − =  (الف −

                                        
٣۵

٣
٣

۵ ۵ ۵
( )(٣( ) ۵) ( )(٠)

( )(٣ ۵) ٣ ٣ ٣lim ٠
۵ ۵ ١٢۵(٣ ۶)( ١) (٣( ) ۶)(( ) ١) ١( ١)
٣ ٣ ٢٧

x

x x

x x

π ππ
→−

− + − + − ++ + = = =
+ + − + − + − +

 (پ   

                 ٢ ٢

١

٢

١ ١
lim ۴ ۶ ۴( ) ۶( ) ١ ٣ ٢

٢ ٢x

x x
→

+ = + = +  (ث    =
٢ ٢

٢ ٢٢

١ ١ ( ٢) ١ ١
lim

۴ ٢ ٢( ٢) ۴x

x

x+→

− − −= = =
− −−

 (ت 

                             
٢

| cos |
| cos | ٠٢lim ٠

٢ ٢
x

x

xπ

π

π ππ π→
= = =

− − −
    (چ    

٠

sin sin٠ ٠
lim ٠

cos ٠ cos٠ ١x

x

x x+→
= = =

+ +
 (ج  

 براي يافتن حد در تذكر : در تمرينهاي بالاا از قضاياي حد استفاده شده كه به طور خلاصه آن است كه در توابع     
 يك نقطه به شرط آن كه تابع در يك همسايگي آن تعريف شده باشد و نقطه مورد نظر نقطه مرزي تابع            
 ، عدد مورد نظر را در ضابطه تابع قرار داده و محاسبه كنيم.نباشد           
 .يادآوري : نقطه مرزي نقطه است كه ضابطه به ازاي مقادير بزرگتر يا كوچكتر آن متفاوت است           

------------------------------------------------------------ 
)خير مثلا در تابع  -2       ) ( ١)( ٢) ٣f x x x= − − داريم  +

١ ٢
lim ( ) lim ( ) ٣
x x

f x f x
→ →

=  تابع ثابت نيست. fولي  =

------------------------------------------------------------ 

       3-                                                 
٢ ٢٢ ٢

( ) ١٢ ١٢
( ) ١٢ lim lim ۴

١ ١ ۴ ١x x

g x
g x

x x→ →
= ⇒ = = =

− − −
  

------------------------------------------------------------ 

   قضيه دو شرطي است. -4        

lim ( ( ) ) lim ( ) lim ٠

lim ( ( ) ) ٠
lim ( ( ) ) ٠ lim ( )

lim

x a x a x a

x a

x a x a

x a

f x L f x L L L

f x L

f x L L L f x L
L L

→ → →

→

→ →
→

− = − = − =

− =


⇒ − + = + ⇒ = =

  

------------------------------------------------------------ 

                             الف)     -5       

١

٢ ٢

١

١

١

١

٣ ٢ lim (٣ ٢) ۵

١ lim ( ١) ٠

lim ([ ] ١) ١ ١ ٠

[ ] ١ lim ([ ] ١)
lim ([ ] ١) ٠ ١ ١

x

x

x

x

x

y x x

y x x

x

y x x
x

+

−

→

→

→

→
→

= + ⇒ + =

= − ⇒ − =

− = − =
= − ⇒ ⇒ − − = − = −

١

١

١

lim (٢) ٢
٢ ١

( ) lim ( )
٢ ١ lim ( ٢) ٢

x

x

x

x
f x f x

x

+

−

→

→
→

=− < = ⇒ ⇒ > − = − 
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٢هر سه تابع  �ب)         ٢( ) ٣ ٢ ( ) ١ ( )( ) ٣ ١f x x g x x f g x x x= + , = − , + = + ١xدر   +  و حد دارند =
                                                                         ٢

١ ١
lim( )( ) lim ٣ ١ ۵
x x

f g x x x
→ →

+ = + + =  

f.تابع  �             g  حد دارد ولي  ١درf  حد ندارد كه  ١در                                                 
                          ٢ ٢

١
( ) [ ] ١ , ( ) ١ ( . )( ) ( ١)([ ] ١) lim ( . )( ) ٠

x
f x x g x x f g x x x f g x

→
= − = − ⇒ = − − ⇒ =   

f,توابع  �             g  حد راست دارند ولي  ١درf

g
 حد راست ندارد كه  ١در  

                                          ٢

٢
١ ١

٣ ٢ ۵
( ) ٣ ٢ ( ) ١ lim ( )( ) lim

١ ٠x x

f x
f x x g x x x

g x+ +→ →

+= + , = − ⇒ = =
−

              

٢تابع  �           
f  حد دارد ولي تابع  ١درf  حد ندارد كه  ١در 

                                                    ٢ ٢

١

٢ ١
( ) ( ) ۴ ١ lim ( ) ۴

٢ ١ x

x
f x f x x f x

x →

− <
= ⇒ = , ≠ ⇒ = >

  

          � كه حد ندارد ١در  fحد دارد ولي تابع  ١در  fتابع  

         f  حد چپ ندارد ١در
٢

١ ١٢ ٢

٢

١ ١

lim ( ) lim ١ ٠

( ) ١ ( ) ( ) ١
lim ( ) lim ١

x x

x x

g x x

f x x g x f x x

g x x

+ +

− −

→ →

→ →

= − =
= − ⇒ = = − ⇒

= −







  

------------------------------------------------------------ 
      6- f g+  هم درa حد ندارد، زيرا 

fبرهان خلف: اگر             g+  درa  داراي حد باشد، چونf  درa  داراي حد است پس تفاضل آنها يعني 
                         ( )f g f g+ −  .) استaدر  gداراي حد است كه خلاف فرض(عدم وجود حد  aهم در  =

------------------------------------------------------------ 

       7-            
٢ ٢

١ ١

[ ] ( ١) ( ٢)
lim ١ lim (٣ ) ٣ ٣ ١ ٢

| | ١x x

x x
x b b b b

x− +→ − → −

+ − + −= = − , + = − + ⇒ − + = − ⇒ =  

------------------------------------------------------------ 
       8-                                    

٢ ٢ ٢
) lim (٢ ( ) ( )) ٢ lim ( ) lim ( ) (٢)٢ ٠ ۴

x x x
a g x f x g x f x

→ − → − → −
− = − = − =  

gحددارد پس ٠در gحدنداردولي ٠درfتابع         

f
٠         حدندارد. ٠در 

٠

٠

lim ( ) ١

) lim ( )
lim ( ) ١

x

x

x

f x

b f x
f x

+

−

→

→

→

=


⇒ = −


    

                                                            
٣ ٣

) lim ٣ ( ) ٣ lim ( ) ٣ ١ ٣
x x

c g x g x
→− →−

− = − = − = −  

                                                                         ٣٣
٣

٢ ٢
) lim ٨ ( ) ٢ lim ( ) ٢ ٣

x x
d g x g x

→ →
= =  
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    1-                                     
٠

٢ ٠

٢١ ١

( ٢(١ ١
lim lim

٣ ٣x x

xx x

x x→− →−

++ −
+ =

(٢ ١)

٣ ( ١)

x

x x

−
+ ١

٢ ١ ٣
lim ١

٣ ٣x

x

x→−

− −= = =
−

 (الف  

                               
٠

٢ ٢٠

٢ ٢ ٢

٢( ٢)[ ] ٨ ٢ ٨
lim lim lim

٢ ٢x x x

xx x x

x x+ + +→ → →

−− − =
− −=

( ٢)

٢

x

x

+
− ٢

٢( ٢)
lim ٨

١x

x
+→

+=  (ب  =

          
٠

٠

٢ ٢٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ( ٢) ۴ ٢
lim lim lim

۴ ٢ ٢ ( ۴)( ٢ ٢)x x x

x x x x

x x x x→ → →

+ − + + + − −= =
− + + − + +×

( ٢)x −
١

١۶( ٢)( ٢ ٢)x x
=

+ + +
 (پ  

         
٠

٠

۴ ۴

(۴ )٢ ٢ ٣ ٢ ١
lim lim

٣ ٢ ١ ٢ ٣ ٢ ١x x

xx x x

x x x→ →

−− + + +× × =
− + + + +

(٣ ٢ ١)

(٩ ٢ ١)

x

x

+ +
− − ۴

٢

٣ ٢ ١ ۶ ٣
lim

٨ ۴(٢ ) ٢)٢ )x

x

x x→

+ += = =
+ +

 (ت 

                                 

٠

٠

٢ ٢٠ ٠

٠

١ ١ (١ ) (١ )١ ١
lim lim

١ ١ ( )( ١ ١ )

٢
lim

x x

x

x x x xx x

x x x x x x x x

x

→ →

→

+ − − + − −+ + −× =
+ + + − + + + −

=
x

٢
١

٢( ١)( ١ ١ )x x x
= =

+ + + −

 (ث  

                                                                       
١ ١

( ١)
lim lim

١x x

x xx x

x→ →

−− =
− ١x −

 (ج  =١

------------------------------------------------------------ 

      2-         
١ ١

٢ ٢

١
lim ( ). ( ) lim

(٢ ١)x x

x
f x g x

x→− →−

+=
+

٢ ١

( ١)

x

x

+×
− ١

٢

١ ١
١

١ ٢٢ ٢lim
١ ١ ٣( ١) ٣( ١)
٢ ٢ ۴

x

x

x x x→−

− ++= = = =
− − − −

  

------------------------------------------------------------ 

       3-                        
٠

٢٠

٢ ٢

١ sin ١ sin ١ sin
lim lim

cos ١ sinx x

x x x

x xπ π→ →

− + −× =
+

٢cos

٢

cos ٠
lim ٠

cos (١ sin ) ١ sin ١ ١

x

x

x

x x xπ→
= = =

+ + +
 (الف  

                   

٠

٠

۴ ۴ ۴

٢
cos( ) cos .cos sin .sin (cos sin )

۴ ۴ ۴ ٢lim lim lim
cos sin cos sinx x x

x x x x x

x x x xπ π π

π π π

→ → →

+ − −
= =

− − cos sinx x−
٢

٢
 (ب  =

               
٠

٢ ٢ ٢٠

٢٠ ٠ ٠ ٠١ cos ٠

١ cos (١ cos )
lim lim lim lim ١ cos ٢

|١ cos | ١ cos ١ cos sinx x x x
x

x x x x x
x

x x x x
− − − −→ → → →− >

+ +× = = + =
− −  (پ   =+

         
٠ ٠

٢ (١ cos )(١ cos )٢ ٢cos
lim lim

sinx x

x xx

x x→ →

− +− =

٢sin

٠ ٠

٢ ٢ ٢
lim lim ١

sin (١ cos ) ١ cos ٢( )

sin

١ cos

x

x x

x

x x x xxx→ →
= = = =

+ ++
 (ت �روش 

   
٠ ٠ ٠

٢
٢ ٢cos ١)٢ cos )

lim lim lim
sin sinx x x

x x

x x x x→ → →

− −= =

٢)٢ sin ( )
٢

x

sin( )
٢

)

(٢

x

x sin( )
٢

x ٠
١

sin( )
٢

٢
١

lim
cos٠٢ .cos( ).cos( ))

٢ ٢٢

x

x

x xx →
= = =

×
 �روش  
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٠

٢

٠ ٠

cos ١ cos( ) ١
٠ lim lim

(١ cos )١ cos ١ cos
lim lim

١ cos

x t

t t

x t
x t x t x t

x t

tt t

t t

π

ππ π π
π→− →

→ →

+ − + ++ = ⇒ = − , → − ⇒ → =
+

−− += × =
+

٢sin

٠ ٠

.sin sin ٠
lim lim ٠

o

s

c

in

(١ s ) (١ cos ) ١ cos ٢

t

t tt

t t

t t t t

t

→ →
= = = =

+ + +

 (ث �روش

  
٢٢cos ( ) ٢

cos ١ ٢lim lim lim
x x x

x

x

x xπ π ππ π→− →− →−

+ = =
+ +

.sin( )
٢ ٢

٢

sin( )
٢ ٢

٢

x x

x

ππ

π

+ +

×+ lim sin( ) sin٠ ٠
٢ ٢x

x

π

π
→−

= + =   �روش  =

   

٠

٠ ٠

٢

٠ ٠
n

s

sin sin sin( ) sin
lim lim

٠

sin .cos cos .sin sin .cos cos ١
lim lim sin ( )

( ٢sin ( )) ٢ .sin( )
٢ ٢lim cos sin cos sin .li s

in

sin( )
٢

٢

m co si

٢

x a t

t t

t t

x a t x a t x a t a a

x a t x a t

t a t a a a t
a

t t

t t

a a a a

t

a
t

t

t

t

→ →

→ →

→ →

− = ⇒ = + − + −
⇒ = → ⇒ → −

+ − −= = +

− −
= + = + = +

×
٠ cosa a× =

 (ج �روش  

                      
٢

sin sin
lim lim
x a x a

x a

x a→ →

− =
−

.cos( )
٢

٢

sin( )
٢

٢

ax a

a

x

x

− +

− ×
lim cos( ) cos

٢x a

x a
a

→

+=    �روش  =

                                                                       
٠

٣

٠

sin( )
١٣lim lim

۶ ٢ ۶ ۶

sin

t
x

t

t

t

x

xπ

π

π

→

→→

−
= =

−
 (چ  

       
٠

٢٠

١ ١ ١

( ٢(١ ١ ٣ ٢ ١ ٣ ۴ ١ ۴ ٩
lim lim lim

١ ٢ ١ ٣ ( ٢)(١ ١ ٣ )x x x

xx x x x x x x

x x x x x x→ → →

−+ − + + + + −× = =
− + + − + +

(۴ ١)

( ١)

x

x

−
−

٣ ١

۶ ٢)٢ ١ ٣ )x x
= =

+ +
 (ح  
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تابع در تمام نقاط دامنه اش پيوسته است. الف)  -1        
٠ ١ ٢

| ١| ٢
٣ ٢ ٣

x
y x

y
= − + ⇒   

 

      ب) تابع در نقاط به طول صحيح پيوسته نيست.            

١ ١ ٠

٠ ١
[ ]

١ ١ ٢

. . .

x x

x x
y x x y

x x

+ − ≤ <
 ≤ <= − ⇒ =  − ≤ <


 

 
 
 

 . تابع در نقاط به طول صحيح پيوسته نيست پ)           

                         ٠
[ ] [ ]

١

x
y x x

x

∈
= + − = − ∉

ℤ

ℤ
   

 
 

    پيوسته نيست. ١تابع فقط در  ت)            

                        

١
٠ ١

٢
( ١) ١

١
٠ ٠

۴

١ ٢
٢ ١

١ ٠

x

x x x

yy

x
x x

y



 − ≤ ⇒
 −= 



− + > ⇒


  

------------------------------------------------------------ 

       2-                              
١ ١

١ ١

٢ ١ ١ lim ( ) lim (٢ ١) ١

( ) ١ (١) ١

٢ ١ lim ( ) lim ( ٢) ١

x x

x x

x x f x x

f x a x f a a

x x f x x

+ +

− −

→ →

→ →

 − < ⇒ = − =

= = ⇒ = ⇒ =
− + < ⇒ = − + =


 (الف  

           
٢ ٢

١ ١ ١

( ٢) ( ٢(١ ٢
١ lim ( ) lim lim

( ) ١ ١x x x

x xx x x x
x g x

g x x x→ → →

+ −+ − + −≠ ⇒ = =
= − − ١x −

٣
٣

١ (١)

a

a x g a


=

⇒ =
 = ⇒ =

 (ب  

١ ١ ١

١ ١ ١ ١
٠ ١ lim ( ) lim lim

١ ١ ١( )
x x x

x x x x
x h x

x x xh x
− − −→ → →

− − + −< < ⇒ = × =
− − += ( ١)x −

١ ١

١١ ١
٢٢( ١)
١

[ ] ١ lim ( ) lim [ ] ١ (١) ١
٢x x

a

x

ax a x h x x a a h a
+ +→ →

 + == + ⇒
 = −+ ≥ ⇒ = + = + , = +


 (پ  
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١ ١

١ ١

lim ( ) lim ([ ] )[ ] (١ )(١) ١

( ) ([ ] )[ ] (١) (١ )(١) ١ ١ ٠ ١

lim ( ) lim ([ ] )[ ] (٠ )(٠) ٠

x x

x x

k x x a x a a

k x x a x k a a a a

k x x a x a

+ +

− −

→ →

→ →

 = − = − = −

= − ⇒ = − = − ⇒ − = ⇒ =
 = − = − =


 (ت  

------------------------------------------------------------ 
 بايد هم صفر و هم يك باشد كه غير ممكن است. aهمزمان  -3       

                                
٠ ٠

٠ ٠

٠ lim ( ) lim ٠

( ) ٠ (٠) ٠ ١

٢ ١ ٠ lim ( ) lim (٢ ١) ١

x x

x x

x x f x x

f x a x f a a a

x x f x x

− −

+ +

→ →

→ →

< ⇒ = =
= = ⇒ = ⇒ = ∧ =
 + > ⇒ = + =


 (الف  

١بايد  aهمزمان              ١,    باشد كه غير ممكن است. −

  ٠ ٠ ٠ ٠
٠ lim ( ) lim lim ( ) lim

| |( ) ١ ١

١ ٠ (٠) ١

x x x x

ax ax ax
x g x a g x a

x x xg x a a

x g

+ + − −→ → → →

 ≠ ⇒ = = , = = − −= ⇒ = ∧ = −
 = ⇒ =

 (ب  

------------------------------------------------------------ 
٢ناپيوسته وداراي حد   ب) در ٠الف)در  -4            پيوسته نا  و عدم وجودحد     پ) فقط دردونقطه ناپيوسته ,٣

 

 
 
 
 

------------------------------------------------------------ 
)تابع پلكاني در بازه باز شامل نقاط دروني هر پله ، پيوسته است و در  -5        ) [ ]f x x=  است  ١طول پله برابر 

٢است يعني  ١در آن پيوسته باشد برابر  fكه پس طول بزرگترين بازه              ١ ٣ max ٣
k

k k− ≤ ⇒ ≤ ⇒ =     
------------------------------------------------------------ 

٣توابع تك ضابطه اي بر دامنه شان پيوسته اند .     -6        ٠ ٣ ( ٣]
f

x x D− ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞,  
fهر بازه بسته زير مجموعه            

D ٢]است، مثلا  پرسش  پاسخ ٣] [١ ٢] [٠ ٢], , , , ,  
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       7-     

        

٢ ٢
٠ ٠ ٠

٠

٢

٠

٢٢
١ cos ١ cos ١

٠ lim ( ) lim lim
٢

۴ ١ ٣
١

٢ ٢
( ) ١ ٠ (٠) ١

١ ١
٢٢ ٠ lim ( ) lim ٢ ٢

٢ ۴

sin ( )
٢

۴

x x x

x x

x x
x f x

x x

b b

f x b x f b

a ax a x f x x a

x

a

x+ + +

− −

→ → →

→ →


 − −> ⇒ = = =
 ×

− = ⇒ = 
 = − = ⇒ = − ⇒ 
 − = ⇒ = −− < ⇒ = − = − 





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                                      )روابط مثلثاتي      

٢

٢

٢

٢

١ cos ٢cos
٢

١ cos ٢sin
٢

١ sin ٢cos ( )
۴ ٢

١ sin ٢sin ( )
۴ ٢

sin cos ٢sin( ) ٢cos( )
۴ ۴

sin cos ٢sin( ) ٢cos( )
۴ ۴

٢
tan cot

sin٢

tan cot ٢cot٢

x
x

x
x

x
x

x
x

x x x x

x x x x

x x
x

x x x

π

π

π π

π π

 + =

 − =


 + = −

 − = −


 + = + = −

 − = − = − +


 + =

 − = −
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